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Déployez a plat le relief de la Suisse et
calculez la superficie ainsi obtenue.

Un mot pour un autre
Jean Tardieu






Avant propos

En 1951 Jean Tardieu, poete de ’absurde, demande a ses éleves imaginaires de calculer
la surface que ferait la Suisse si elle était mise a plat [1]. Il va sans dire qu’une telle re-
quéte n’appelait pas de réponse. Cependant, en éleve zélé, Mandelbrot ne peut s’empécher
de prendre cette question au sérieux, et dans les années 70 il introduit la notion de frac-
tale [2,3]. L’originalité des objets fractals est le fait qu’ils ne possedent pas d’échelle de
longueur caractéristique : ces objets, qui sont tres irréguliers, présentent des détails a toute
échelle, ce qui explique les difficultés rencontrées pour les caractériser. Mathématiquement,
cette propriété d’autosimilarité se définit par l'invariance (éventuellement au sens statis-
tique) de I'objet par un certain nombre d’opérations de similitude qui sont essentiellement
des compositions de translations, rotations et dilatations [2-4]. Un des plus grands mérites
de Mandelbrot est d’avoir su reconnaitre que de nombreuses structures ou dynamiques
complexes multiéchelles observées dans de nombreux domaines des sciences fondamentales
et appliquées, pouvaient étre appréhendées au sein d’un cadre fédérateur basé sur les no-
tions de fractale et d’invariance d’échelle. Il est incontestable que le succes de ses différents
ouvrages [2,3] a donné un nouvel élan expérimental a de nombreuses branches de la phy-
sique, de la chimie, de la biologie, de la géologie, de la météorologie ou des sciences des
matériaux [5-21]. Toutefois, pendant des années, les théoriciens comme les expérimenta-
teurs ont di faire face aux insuffisances des mathématiques qui offraient le seul concept de
dimension fractale comme outil de caractérisation.

Au milieu des années 80 est apparu un nouvel outil mathématique particulierement puis-
sant en analyse du signal : la transformation en ondelettes [22-37]. Ce moyen d’analyse,
introduit par deux chercheurs francais, Morlet et Grossmann [22, 23], dans le but d’étu-
dier des signaux sismiques, consiste a décomposer un signal sur un ensemble de fonctions
caractérisées a la fois par un parametre de position et par un parametre d’échelle. La trans-
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formation en ondelettes étend 1’analyse spectrale puisqu’elle permet une description dans
les échelles tout en révélant des informations de nature spatiale. Les objets fractals étant
caractérisés par des propriétés locales d’invariance d’échelle, ils constituent tout naturel-
lement un domaine d’application privilégié de ’analyse en ondelettes. Il n’est donc pas
surprenant que des 'avenement de cette nouvelle technique en analyse du signal, certains
physiciens théoriciens [33, 35] aient immédiatement songé a examiner les objets fractals
sous l'optique du microscope « transformation en ondelettes ». Nous renvoyons le lecteur
a l'ouvrage écrit par Arneodo et ses collaborateurs [33], qui relate les avancées les plus
spectaculaires effectuées grace a ce microscope mathématique dans des domaines aussi va-
riés que la turbulence pleinement développée, les phénomenes de croissance fractale, les
séquences d’ADN, les signaux financiers ou les signaux médicaux.

D’un point de vue théorique, 'apport de la transformation en ondelettes a été décisif
dans ’élaboration des fondements d’une théorie statistique des distributions fractales [38].
En effet, la souplesse d’utilisation et la liberté de choix de la forme de 1'ondelette analy-
satrice, c’est-a-dire la possibilité de jouer sur l'optique de ce microscope mathématique,
ont permis de généraliser le formalisme multifractal [39-44], introduit originellement pour
décrire statistiquement la complexité des mesures singulieres (mesures invariantes de sys-
temes dynamiques chaotiques [39-44], mesures intermittentes générées par des processus
de cascade en turbulence pleinement développée [42]), aux fonctions singulieres et plus
généralement aux distributions. Véritable thermodynamique des fractales, ce formalisme
permet de quantifier statistiquement les fluctuations de régularité de ces objets irréguliers
par l'intermédiaire de spectres continus d’exposants (tel que le spectre des singularités)
qui sont les équivalents, pour les fractales, des potentiels thermodynamiques énergie libre
et entropie [45,46]. La mise en ccuvre, au début des années 90, de la méthode des maxima
du module de la transformée en ondelettes (MMTO) par Arneodo, Bacry et Muzy [46-50],
a été une étape théorique et technologique importante; désormais la communauté scien-
tifique se trouve dotée d’algorithmes performants de calcul de ces spectres multifractals®.
Toutefois, il est important de préciser que les logiciels existants, ainsi que la méthodologie
sous-jacente, concernent uniquement ’analyse de signaux 1D. Comme cela est explicite-
ment déclaré dans la conclusion de la Réf. [33], la généralisation de la méthode MMTO
en 2D, avec comme perspective de nombreuses applications en analyse et traitement de
I’image, constitue un des objectifs majeurs pour la fin de cette décennie. C’est a cette tache
que nous avons consacré tous nos efforts durant ces trois années de these.

Ce mémoire présente les fondements théoriques, la mise en ceuvre numérique et 1’ap-
plication a ’analyse statistique de surfaces rugueuses multifractales synthétiques comme
expérimentales, de la méthode MMTO 2D. Il est décomposé en quatre chapitres que nous
avons rédigé dans un soucis d’autoconsistance et de complémentarité. Ainsi, dans chacun
de ces chapitres, une section introductive plutot détaillée est consacrée a présenter 1’état
des connaissances, les objectifs et perspectives ainsi que la logique de notre démarche, ce
qui explique le contenu plutot succincet de cet avant-propos. Le chapitre 1 est un chapitre

TVoir, entre autre, le site du logiciel LastWave & I'URL :
http://www.cmap.polytechnique.fr/ bacry/LastWave/index.html.
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a caractere technique : il traite essentiellement de problemes d’optimisation des cotits de
calcul des produits de convolution nécessaires au calcul de la transformée en ondelettes
(1D et 2D). Dans le chapitre 2, a caractere plutot théorique, nous présentons la méthode
MMTO 2D. Au dela des concepts théoriques, nous détaillons avec soins, la mise en ceuvre
numérique de cette méthodologie que nous testons sur des cas d’école de surfaces rugueuses
monofractales. Le chapitre 3 est dédié a la validation de cette méthode sur des surfaces
rugueuses multifractales synthétiques. Ce chapitre présente un double intérét, d’une part
au niveau de l’analyse et d’autre part au niveau de la synthese d’images. Disposant d’une
méthodologie éprouvée, nous pouvons alors envisager de 1’utiliser pour une premiere appli-
cation a des données expérimentales. Le chapitre 4 rapporte les résultats de "application
de la méthode MMTO 2D a l’analyse d’images satellites de nuages fournies par la NASA.
Nous terminons ce mémoire en évoquant, dans le chapitre 5, la grande variété des domaines
d’application potentiels de la technologie MMTO 2D. De méme, nous suggérons quelques
améliorations et ouvertures possibles de la conduite de la méthode MMTO 2D ainsi que de
I’exploitation de I'information espace-échelles contenue dans le squelette de la transformée
en ondelettes.
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Chapitre 1

Aspects numériques et algorithmiques

La transformation en ondelettes, introduite dans la fin des années 80 pour le traitement et
I’analyse du signal, trouve ses applications dans des domaines de plus en plus variés [22-37].
Elle procure une information multiéchelle sur la structure d’un signal. I.’une des préoccupa-
tions majeures lorsque 1’on utilise ce genre d’outil est la rapidité. Bien que les ordinateurs
soient de plus en plus puissants, le besoin d’optimisation reste tres présent, car cette montée
en puissance est utilisée pour étudier des quantités de données de plus en plus importantes.
En termes algorithmiques, on peut classer la transformation en ondelettes en deux catégo-
ries. La premiere, la transformation en ondelettes discrete sur base d’ondelettes [29,36,51],
se caractérise par une discrétisation des échelles (facteur deux entre chaque échelle). Celle-
ci permet 'utilisation d’un algorithme récursif qui récupere une partie du calcul a une
échelle pour le calcul a I’échelle suivante. La transformée en ondelettes discrete se calcule
en un nombre d’opérations proportionnel a la taille des données. La seconde catégorie est
la transformation en ondelettes continue [26,27,29,35-37]. Plus générale, elle offre une plus
grande gamme d’utilisations possibles dans la mesure ou elle ne quantifie plus les échelles.
Cependant, elle perd de son attrait par sa lenteur devant sa consceur discrete. Il n’est
plus possible ici d’employer les données d’une échelle a 'autre : il est nécessaire d’effec-
tuer un calcul de convolution pour chaque échelle. Le temps de calcul d’une transformée
en ondelettes continue dépend donc du nombre d’échelles explorées et du temps mis par
I’algorithme de convolution utilisé. Cette convolution ayant un role clé dans la rapidité du
calcul de la transformée en ondelettes continue, il est primordial d’attacher une attention



2 Aspects numériques et algorithmiques

particuliere aux performances des algorithmes utilisés. Plusieurs algorithmes permettent
de calculer un produit de convolution, chacun ayant un temps de calcul différent suivant
le rapport des tailles des signaux mis en jeu. Il s’agit de choisir ’algorithme qui optimisera
ce temps pour le jeu de parametres qui correspond a une échelle donnée.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Une premiere section (1.1) présente les
relations entre espace direct et espace de Fourier. On verra ainsi comment une fonction
s’exprime dans ’espace de Fourier, comment et sous quelles contraintes sa numérisation est
possible, et quelle est la fagon optimum d’évaluer la transformée de Fourier d’un signal. La
section 1.2 présente le produit de convolution. Apres quelques généralités, trois algorithmes
sont étudiés : la convolution directe, application directe de la formule de convolution; la
convolution par transformée de Fourier, qui s’applique au signaux périodiques; la convo-
lution par morceaux, qui est un découpage de la convolution par transformée de Fourier.
On discutera ensuite des performances relatives de ces algorithmes et des précautions a
prendre lors de leur utilisation. La section 1.3 applique a la transformée en ondelettes les
techniques de convolution présentées dans la section 1.2. Enfin, la section 1.4 généralise a
deux dimensions les considérations des sections précédentes.

1.1 Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est un outil fondamental en traitement du signal et en ana-
lyse de données [36,52,53]. Elle fournit une vision fréquentielle d’une fonction et possede
de nombreuses propriétés qui facilitent la manipulation des données étudiées. La nature de
ces données ainsi que 'utilisation d’ordinateur pour leur manipulation nécessitent 'intro-
duction de la numérisation de la transformation de Fourier. Cependant, cette numérisation
se fait dans des conditions tres particulieres et impose des contraintes sur les données
manipulées et sur les fonctions numérisées.

1.1.1 Définitions, propriétés et exemples

Soit f une fonction complexe de la variable temporelle ¢t. Sa transformée de Fourier (TF)
est définie par

+ oo

flw) = F(t)e ™t (1.1)

Cette transformation permet d’avoir un regard différent sur le comportement de f. Avec
f(w), on quantifie la contribution dans f des oscillations de fréquence w. La variable w est
homogene a 'inverse de ¢.

La transformée de Fourier inverse de la fonction f est définie par

[t

flt) = — Flw)e™tduw. (1.2)

2 J_ o
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Lorsque 'on utilise I’équation (1.2), on parle de représentation dans I’espace direct; lorsque
I'on utilise I’équation (1.1), on parle de représentation dans 1'espace de Fourier (ou espace

réciproque). A une propriété de f dans I'espace direct correspond une autre propriété de
f dans l'espace de Fourier. Il en est de méme pour les opérations sur les fonctions. Suit

une liste d’applications de la TF sur certaines opérations, certaines propriétés et certains

exemples.

Opérations

Propriétés

Fonctions (distributions)

espace direct «— espace de Fourier

A

f(t) &= 27 f(=w)

Ft —to) — ™" f(w) 1.6
1 ~/w
flat) e =] (g) 1.7
dr f )i
i (8) &= ()" f(w) (1.8)

espace direct «— espace de Fourier

f paire +— f paire (1.9)

f impaire +—» f impaire (1.10)

f réelle & f*(w) = f(—w), (1.11)
iR(f) paire et J(f) impaire

f imaginaire +— f*(w) = —f(—w), (1.12)

iR(f) impaire et f](f) paire

espace direct «— espace de Fourier

in(wT
My s 25t) (1.13)
w
12y o\ e )2 (1.14)
o(t) «—1 (1.15)
§(t —ty) «— e7M (1.16)
Ly s ZT”T L, (1.17)

Cette suite d’équivalences montre I'intérét de passer de 'espace direct a I’espace réciproque
(ou vice versa) suivant la caractéristique que 'on désire exploiter.
Comme nous allons le voir dans la section suivante, I'usage de la TF d’une distribution

peigne de Dirac (Eq (1.17)) est central dans la manipulation de fonctions échantillonnées.
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Le calcul de cette TF découle de la formule de Poisson [36, 53] :

o inTw 2T R 5 27k
d e =5 > (w— - > (1.18)

n=-—0o k=—o00

1.1.2 Echantillonnage et périodisation

On appelle echantillonnage ’enregistrement de la fonction f a des intervalles de temps 7.
Cette opération peut se faire avec perte. L’échantillonnage possede une opération équiva-
lente dans I’espace de Fourier. Whittaker [54] et Shannon [55] donnent un critére sur cette
représentation pour évaluer les éventuelles erreurs commises.
La version échantillonnée de f avec un pas T est définie par

£(t) = i F(nT)8(t — nT). (1.19)

n=——00

Cela revient a définir f. comme étant le produit de f avec un peigne de Dirac de pas T'. En
combinant le fait que la TF d’un produit est un produit de convolution (Eq (1.5)) d’une
part et d’autre part que la TF d’un peigne de Dirac est un autre peigne de Dirac (Eq (1.17)),
on en déduit que fe —la TF de f. — est obtenue en convoluant f avec un peigne de Dirac
de pas 2%, soit

felw) = % f f <w - #) (1.20)

k=—c0

I . p . . . A 2 s . . , .
L’équation (1.20) indique que la fonction f, esAt Z-périodique et qu’elle est construite
comme une somme de versions translatées de f. Une maniere de savoir si une erreur a
été commise lors de I’échantillonnage consiste a se demander si f. (ou f.) contient toute

I'information nécessaire pour reconstruire f (ou f). La réponse nous est donnée par Whit-
taker [54] et Shannon [55], qui affirment que

si supp(f) C {—%%}
+co
dors ()= 3 FuT)ha(t —nT) = fx ha(),
avec hp(t) = Sii;%, (1.21)
T

ou supp(f) est le support de f La figure 1.1 illustre I’échantillonnage d’une fonction ainsi
que sa reconstruction par la formule de Whittaker-Shannon. Cette figure montre, étape
apres étape, I’équivalence entre une action dans I’espace direct et une action dans 'espace
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Fig. 1.1 — Illustration de I’échantillonnage d’une fonction et de sa reconstruction. La
fonction f (a) et sa TF f (b). L’échantillonnage f. de f au pas T est représenté en (e).
Il est obtenu en utilisant le peigne de Dirac de pas T (c). L’opération équivalente dans
I’espace de Fourier (périodisation avec un peigne de Dirac de pas 2% (d)) est représentée

en (f). La reconstruction se fait grace & hy (g) et hy (h) pour redonner la fonction

originale (i) et sa transformée de Fourier (j).
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de Fourier.

Comme l'indique ’équation (1.21), la reconstruction est soumise a condition : Wz, la
plus grande fréquence de la fonction f, doit étre inférieure a une fréquence critique w.
qui dépend du pas d’échantillonnage T' (w. = 7). Si cette contrainte n’est pas respectée
(c’est-a-dire si I’échantillonnage est trop large), la reconstruction se fait avec erreur. On
parle alors d’effet d’aliasing [36,52,53]. La figure 1.2 illustre cet effet : dans la figure 1.2c,
on constate que 1’échantillonnage choisi ne permet pas de « représenter la forme » de f, car
cette fonction possede des oscillations de taille caractéristique inférieure a T'. Il est donc
impossible d’espérer remonter a la fonction f. La fonction reconstruite (Fig. 1.2e) peut étre
radicalement différente de la fonction d’origine. Revenons a la représentation dans 1’espace
de Fourier. La figure 1.2d montre que les versions translatées de f se recouvrent. La somme
de ces translations introduit une erreur pour les fréquences concernées par le recouvrement.
Ce sont, par exemple, les fréquences comprises entre w, et w,q,. La contribution dans f
d’une fréquence w de cet intervalle est reportée sur la fréquence w. — w, c’est-a-dire que
la valeur f(w) intervient dans I’expression de fe(wc — w). Ainsi, la partie [we, wma:] de f
introduit une erreur sur l'intervalle [w. — (Wimar — we),w.]| (partie hachurée des figures 1.2d
et 1.2f). Cette erreur se répercute lors de la reconstruction (Fig. 1.2f). Notons que dans le
cas ol Wy, €st supérieure a 2% (voire wmae = o0), toutes les fréquences sont concernées
par le recouvrement.

Des effets symétriques apparaissent lorsque 1’on échantillonne la représentation dans 1’es-
pace de Fourier. Dans ce cas, la représentation dans ’espace direct est périodique et I'on

doit aussi faire face a un effet d’aliasing.

1.1.3 Algorithmes de calcul de la transformée de Fourier
Transformation de Fourier discréete

En pratique on manipule rarement la fonction f directement. On a généralement acces a
un nombre fini N de ses valeurs, espacées d’un pas T'. Dans ce cas, on parlera de signal
numérique ou de signal discret. Dans le cadre de I’étude d’un tel signal par ordinateur, tous
les calculs se font numériquement. On appelle transformée de Fourier discréte (TFD) [36,53],
la représentation dans ’espace de Fourier d’un signal numérique, cette représentation étant
aussi un signal numérique. La figure 1.3 illustre les étapes qui menent a la définition de
la transformation de Fourier discréte. On part de la fonction f (Fig. 1.3a) et de sa TF f
(Fig. 1.3b). On effectue ensuite les opérations nécessaires a la numérisation de f (Figs 1.3¢
et 1.3e), puis a celle de f (Figs 1.3l et 1.3n). Les figures 1.3g et 1.3i concernent la limitation
aux N enregistrements de la fonction f. Le résultat de ces opérations donne f; (Fig. 1.3m)
et fl (Fig. 1.3n). Comme l'indique la section précédente, une fonction discrete dans un
espace donne une fonction périodique dans 1’autre espace. Dans notre cas ce sont les deux
représentations qui sont discretes. Elles sont donc aussi périodiques :

— f1 est discrete avec un pas T (Fig. 1.3c) et périodique avec une période NT (Fig. 1.3k);

— fi est discréte avec un pas 2% (Fig. 1.31) et périodique avec une période 2% (Fig. 1.3d).
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Fig. 1.2 — Illustration de 'effet d’aliasing. La fonction f (a) et sa transformée de Fourier
f (b). L’échantillonnage f. au pas 7" de f est représenté en (c). L’opération équivalente
dans l’espace de Fourier entraine un recouvrement des queues du spectre de f (d).
Le fenétrage du spectre fe ne permet pas de retrouver le spectre f (f). De maniere
équivalente, on ne retrouve pas f par convolution de f, avec hy (e).

Ainsi, f; (Fig. 1.3m) est entierement décrite par N enregistrements pris sur une période.
Il en est de méme pour fl (Fig. 1.3n). Ces enregistrements correspondent aux signaux
numériques que ’on s’est proposé d’étudier et les passages de 'un a 'autre définissent la
transformation de Fourier discréte et la transformation de Fourter discréte inverse. Voici
les expressions completes de f; et de fl :

fi(t) = % (f ‘—I—|T|_|¥> * L (1) 5 (1.22)

fl(w)zﬁu_l%(w) (f*LI_I%ﬁ*IAlg(w)). (1.23)

Pour simplifier les notations, on fixe 7' = 1 et on prend le premier enregistrement en ¢ = 0.
Avec ces conventions, les enregistrements du signal numérique dans ’espace direct sont
notés

fln] = fi(n), pour 0<n < N. (1.24)

Les enregistrements du signal numérique dans I’espace de Fourier (qui est la TFD de f[n])
sont notés

f[k]:f1 <2ﬂk>, pour 0<k< N. (1.25)
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Le passage d’une représentation a ’autre se fait avec les formules suivantes — qui découlent
des expressions (1.22) et (1.23). Pour la TFD on a

ik = gf[n] e (5. (1.26)

alors que pour la TFD inverse on a

=

fln] =

flk] exp (Lzﬂjrvkn) (1.27)

2|H
i

0

Il est intéressant de connaitre la complexité des calculs associés aux formules (1.26)

t (1.27). La complexité est un ordre de grandeur du nombre d’opérations élémentaires
nécessaires pour effectuer un calcul donné. Ici on a N valeurs a calculer. Pour chaque va-
leur, on effectue N multiplications et N — 1 additions. Ce qui nous donne N(N + N — 1)
opérations élémentaires. Soit un complexité en O(N?). Cette complexité est la méme pour
les deux calculs (TFD et TFD inverse).

Lien avec la transformée de Fourier continue

La TFD correspond a la restriction de la TF continue aux fonctions périodiques et dis-
cretes [36,53] — ou signaux numériques. Intéressons-nous au cas ou ces signaux sont des
approximations de fonctions continues. On a vu dans la section 1.1.2 que ’échantillonnage
induit un effet d’aliasing. Comme ’échantillonnage est effectif dans les deux représenta-
tions, cet effet est double. Une autre source d’erreur est la limitation aux N enregistrements
de la fonction f (Figs 1.3g et 1.3i). Enfin, si 'on change l'ordre des opérations présentées
sur la figure 1.3, on obtient des résultats différents. En effet, nous avons préféré prendre
cet ordre pour refléter la numérisation de la fonction f. Mais on aurait tres bien pu s’inté-
resser a la numérisation de f Dans ce cas, toutes les étapes sont inversées et les fonctions
obtenues sont différentes. Appelons ces fonctions f; et fg. Ainsi,

— f1 est la numérisation de la fonction f;

- fl est la TFD de la numérisation de la fonction f;

— f5 est la numérisation de la fonction f (qui est la TF de f);

— f3 est la TFD inverse de la numérisation de la fonction f
Soit

A

TF inverse

fonctions continues : f— f o«

~
numérisationl Jnumerlsatlon
~

. ;. ¢ TFD inverse
signaux numeriques : i — h fo —m

Rien ne nous garantit que f; = f; et que fl = fg. On peut donc faire la remarque suivante.
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Remarque

Si l'on numérise la TF f d’une fonction f, on n’obtient pas forcément le méme résultat
que si 'on calcule la TFD de la fonction f numérisée.

Cette erreur peut étre controlée en maitrisant au mieux le double effet d’aliasing. Comme
nous ’avons signalé dans la section 1.1.2, l'effet d’aliasing est réduit quand on diminue le
pas d’échantillonnage. Lorsque cela sera possible, le choix de ce pas devra donc prendre en
considération les deux représentations.

Prenons un exemple pour illustrer ces problemes de numérisation. Choisissons une fonc-
tion dont les représentations sont connues analytiquement. On peut donc sans probleme
numériser f (et f) a N fixé et pour différentes valeurs de T'. L’objectif est d’appliquer la
TFD (et la TFD inverse), afin d’estimer I'erreur commise en fonction de 7'. L’exemple choisi
est la dérivée seconde de la Gaussienne :

o= (5 e (L), 02

2

fw) = —V2r1o w?exp (—wQ—U>. (1.29)

On fixe N = 32. Faire varier T revient a faire varier . On prend donc 7' = 1 et on calcule
f1, f1, f2 et fo pour différentes valeurs de o. Pour un o donné, on calcule le signal d’erreur
entre f; et f;

ep(t) = f(t) = f2(1), (1.30)
et le signal d’erreur entre fl et fQ
er(w) = filw) = fow). (1.31)

Les différents calculs pour o = 0.6 sont représentés sur la figure 1.4. Sur la figure 1.4a,
on vérifie que les points f; (x) sont sur la courbe de f (par construction). Il en est de
meéme pour fg (o) et f sur la figure 1.4b. Toujours sur cette figure, on constate que fl
est tres différente de fg; cela est dii a un échantillonnage de f; beaucoup trop large : il
ne permet pas une bonne représentation de la « forme » de f. De méme, en revenant a la
figure 1.4a, on constate la différence entre f; et f; qui est due a un domaine trop petit de
la représentation de Fourier. Les figures 1.4c et 1.4d quantifient point par point l'erreur
commise entre ces fonctions. Tous ces signaux sont a nouveau représentés sur la figure 1.5
pour o = 50. Cette figure traite des mémes effets que la figure 1.4, mais en intervertissant
I’espace direct avec I’espace de Fourier.

Il reste maintenant a rechercher les situations ou l'erreur commise est acceptable. Pour
cela, changeons la taille de nos signaux et fixons N = 1024. A partir du calcul de ep et ep
pour un o donné, on va estimer les erreurs relatives :
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Fig. 1.4 — Dérivée seconde de la Gaussienne, 0 = 0.6 et N = 32 A(]*’]qs (1.28) et (1.29)).
(a) Fonction f (—), signal fi (x) et signal fy (o). (b) Fonction f (-), signal fi (x) et
signal fy (o). (c) Erreur entre f; et fy. (d) Erreur entre f; et f.
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Fig. 1.5 — Dérivée seconde de la Gaussienne, 0 = 50 et N = 32 £
(a) Fonction f (—), signal f; (x) et signal f; (o). (b) Fonction f
signal fy (o). (c) Erreur entre f; et fy. (d) Erreur entre f; et f.

s (1.28) et (1.29)).
(—), signal f; (x) et
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1og10(E)

—10 |

| I I I |
0 16
logg(0)

Fig. 1.6 — Erreurs Ep entre f; et f; (x) et Ep entre fl et f2 (o). La taille des signaux
est N = 1024. Le trait interrompu correspond a l’erreur numérique de ’algorithme de
TFD utilisé.

\/E oleot)l (1.32)

VIS A

et

\/E o ler()] (1.33)

VES IR

La figure 1.6 montre I’évolution de ces erreurs relatives en fonction de o. Le trait interrompu
représente une majoration de I’erreur numérique de ’algorithme de TFD utilisé. On constate
que sur un intervalle de valeurs de o (o € [4,4096]), les erreurs commises restent de
I'ordre de cet optimum. Ainsi, au niveau des calculs numériques, on considérera que sur
cet intervalle on a bien f; = f; et fl = fg.

Transformée de Fourier rapide

L’inconvénient majeur de la TFD est sa complexité en O(N?). L’algorithme de transforma-
tion de Fourier rapide (FFT, de ’anglais Fast Fourier Transform) [56,57] permet d’améliorer
considérablement les temps de calcul. Cet algorithme se base sur une réorganisation de la
somme dans la formule (1.26). On sépare les termes ou n est pair des termes ou n est im-
pair. Chaque sous-somme peut étre vue comme une TFD d’un signal de taille moitié. Ainsi,
le nombre d’opérations élémentaires pour calculer une FFT sur N points vaut N plus deux
fois le nombre d’opérations pour une FFT sur N/2 points. On effectue ensuite la méme
réorganisation sur chaque sous-signal, jusqu’a arriver a un signal de taille 1. On obtient
ainsi une complexité en O(N log, V). Toutefois, cet algorithme possede une contrainte : N
doit étre une puissance de 2.

Lorsque le signal & transformer possede des propriétés particulieres (parité, réel pur, etc.),
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on peut encore diminuer la complexité en se limitant au calcul de certains coefficients.
Par exemple, un signal réel pur dans I'espace direct donne un signal pair dans ’espace de
Fourier ; on peut donc se contenter de ne calculer que la moitié des termes f[k]

De nombreuses mises en ceuvre de ’algorithme de FFT ont été proposées [57-59]. Beau-
coup sont disponibles gratuitement et la plupart sont écrites en langage C ou en fortran.
Chaque mise en ceuvre correspond a des performances différentes. Récemment, Frigo et
Johnson [60] du MIT ont développé une bibliotheque de procédures en langage C qui com-
bine les avantages de la plupart des méthodes existantes. Le résultat, la FFTW (de 'anglais
Fastest Fourier Transform in the West), est une FFT généralement plus rapide que ses
équivalents. Un autre avantage non négligeable est que la FFTW ne se limite pas aux si-
gnaux dont la taille est une puissance de 2. (Consulter le site www.fftw.org pour plus
d’informations.) Dans la suite de ce chapitre, tous les calculs qui nécessitent ’application
d’une FFT seront effectués avec la FFTW.

1.2 Produit de convolution

Le produit de convolution est un outil incontournable en traitement du signal et en analyse
de données [36,57]. C’est un opérateur qui permet de transformer, de filtrer ou de réorga-
niser des données. Comme pour la TF, il est nécessaire d’introduire la numérisation de cet
outil. Il existe plusieurs méthodes permettant d’évaluer un produit de convolution numé-
rique [57]. Chacune d’elles doit étre soigneusement étudiée, afin de déterminer son cout et
ses limitations, et une attention particuliere doit étre portée sur la rigueur des algorithmes
et sur la cohérence des méthodes entre elles. Dans ces conditions, le passage d’une méthode
a une autre peut se faire de maniere transparente, au bénéfice de 'optimisation du cout
du calcul du produit de convolution.

1.2.1 Cas continu

Soient f et h, deux fonctions complexes de la variable temporelle t. Le produit de convolu-
tion de f avec h est défini par ’équation intégrale

Fxh(t) = " Flw)h(t — u)du. (1.34)

Le produit de convolution possede les propriétés suivantes :

commutativité fxh(t) = hx f(t), (1.35)
oy Cd |

différenciation E(f *h)(t) = o * h(t) = fx 0 (1), (1.36)

convolution avec un Dirac  fxd,(t) = f(t — 1), (1.37)

auxquelles s’ajoute la propriété (1.5), qui indique qu’a un produit de convolution dans
I’espace direct correspond une multiplication dans I’espace de Fourier et réciproquement.
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1.2.2 Cas discret

Si les fonctions f et h sont discretes avec un méme pas d’échantillonnage 7', 'intégrale (1.34)
se reformule de la maniere suivante :

400
fxhln]= > flplhln —pl, (1.38)

p==—00

avec f[n] = f(nT) et h[n] = h(nT). Dans ce cas de figure, on parlera de convolution
discréte. Si de plus f et h sont NT-périodiques, on définit la convolution circulaire par

F@hln] = 3" flplhin — pl. (1.39)

Le résultat de cette opération est aussi une fonction N7T-périodique. La convolution circu-
laire possede la propriété suivante :

si g[n] = f@®h[n], alors §[k] = f[k]h[k). (1.40)

1.2.3 Conventions et notations

En pratique, la convolution discrete s’applique souvent au cas de ’enregistrement discret
d’un phénomene (N points) a convoluer avec une fonction filtre a support compact. Dans
la suite, nous allons supposer que 1'on est dans cette hypothese de travail. A cette fin,
on définit certaines conventions et notations. La convolution se fait entre le signal (les
enregistrements) et le filtre. On prend 7' = 1, aussi bien pour le signal que pour le filtre.

— Signal. Appelons 3 le phénomene (ou la fonction) d’ou sont extraits les N enregistre-
ments. Cela veut dire que pour 0 < n < N, §[n| est connu et que pour les autres valeurs
de n, §[n] n’est pas forcément connu. Nous verrons plus loin que ’on est amené a faire
des choix arbitraires sur le comportement de 3 en dehors de [0, N — 1]. On appelle s
le signal tel que s[n] = 3[n] sur [0, N — 1] et tel qu’en dehors de cet intervalle s soit
entierement déterminé.

— Filtre. Le filtre sera noté f. Dans 'espace direct, f est défini numériquement sur un
support compact. Ce support est noté [D, F'] et 'on impose qu’il contienne 0. Ainsi, le
nombre d’enregistrements qui définissent f est M = F'— D+ 1. La figure 1.7 illustre les
notations liées au filtre. Pour la convolution circulaire, le filtre doit étre N-périodique.
On appelle f, la version périodisée du filtre (Fig. 1.8).

Rappellons que d’apres la section 1.1.3, la TFD sur N points donne dans ’espace de Fourier
un signal de pas QW” et de période 27.

tSi ce n’est pas le cas, il suffit de translater le filtre, puis d’effectuer la translation inverse sur le résultat
de la convolution (application de la propriété (1.37)).
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Fig. 1.7 — Filtre numérique : (o) valeurs qui définissent f; (o) valeurs implicites (= 0).

foln]

wﬂ Nﬁm rrﬂ HTTW

| F N+D N-1

Fig. 1.8 — Filtre numérique périodisé : (e) valeurs sur une période ; (o) valeurs implicites
(périodisation des (e)).

1.2.4 Effets de bords

Avec les notations et les conventions précédentes, la somme (1.38) peut étre simplifiée.
Ainsi, le résultat 7 de la convolution discrete entre § et f s’écrit

fn) = 5x fln] = Y s —plfll = 3 01— ) (1.41)

Pour certaines valeurs de n, cette somme fait intervenir des enregistrements de § qui sont
hors de l'intervalle [0, N — 1]. Ces enregistrements n’étant pas connus, les valeurs r[n]
concernées ne peuvent étre calculées. Nous sommes dans cette situation lorsque n — p n’est
pas compris entre 0 et N — 1. Ainsi, comme les valeurs de p sont a prendre dans [D, F],
on ne peut calculer 7#[n] que pour n pris dans [F, N + D — 1]. Autrement dit, les bords
de 5 « polluent » le calcul de 7 : on parle d’effets de bords. Ces effets sont illustrés par la
figure 1.9. L’alternative est soit de se limiter au calcul de 7 pour n dans [F, N 4+ D — 1], soit
de faire un choix sur le comportement supposé du signal § en dehors de [0, N — 1]. Dans
la table 1.1, nous évoquons quelques choix possibles pour la gestion des effets de bords :
périodique, miroir, plateau et plateau a 0. s est le signal 5 étendu par 1'une des formes de
gestion des effets de bords. s est donc défini pour toutes les valeurs de n.
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iR

[ [
n N+D N-1

Fig. 1.9 — [llustration des effets de bords. Le calcul de #[n] (c) utilise les valeurs §[p] (a)
pour p pris dans [n — Fyn— D] (b). Sin < Fousin> N+ D —1, le calcul de 7[n] ne
peut se faire, car il nécessite des valeurs de § qui ne sont pas connues.

Tab. 1.1 — Valeurs de s en fonction de la gestion des effets de bords

| n <0 [0<n<N| N <n |
périodique || s[rn] = s[n mod N] s[n] = s[n mod N]
miroir s[n] = s[—n] s[n] = 3[n] s[n] = s[2N — 2 — n]
plateau s[n] = s[0] s[n] = s[N —1]
plateau a 0 sln]=0 sn] =0

La figure 1.10 illustre chacune de ces alternatives. On appelle r le résultat de la convolution
entre s et f. Le signal r peut étre calculé pour toutes valeurs de n appartenant a l'intervalle
[0, N —1] (et méme hors de cet intervalle). Cependant, on a I’égalité r[n] = 7[n] uniquement
pour n appartenant a l'intervalle [F, N + D]. En dehors de cet intervalle, r est juste une
estimation de 7, moyennant la gestion des effets de bords choisie.

1.2.5 Algorithmes classiques de convolution et complexité
Le produit de convolution entre le signal s et le filtre f peut étre évalué de plusieurs

manieres. Cette section présente ’algorithme de convolution directe et 1’algorithme de
convolution par transformation de Fourier. Le choix de I’algorithme se fait en fonction de
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Fig. 1.10 — Illustration des différentes formes de gestion des effets de bords. (a) pé-
riodique ; (b) miroir; (c) plateau; (d) plateau a 0. Les symboles ont la signification
suivante : (o) valeurs d’origine (signal §); (o) valeurs implicites (imposées en fonction
des valeurs d’origine).

son cout. Ce colit est a évaluer a deux niveaux : d’abord au niveau du temps de calcul,
ensuite au niveau de la place mémoire nécessaire pour le déroulement de ce calcul.

Convolution directe

La convolution du signal s par le filtre f est obtenue par la formule

F

rin] = s* f[n an—p]f pour 0<n < N. (1.42)
p=D

Le calcul de la valeur r[n] nécessite M = F'— D+ 1 multiplications et M — 1 additions, soit
2M — 1 opérations élémentaires. Ainsi, le calcul de r se fait avec une complexité en O(NM).
Aucun stockage supplémentaire de données n’est nécessaire. Précisons que les valeurs de s
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sp(n]
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-F N-1| N-1-D
N =N+M-1

Fig. 1.11 - Signal numérique périodisé : (e) valeurs de s, égales a celles de s; (o) valeurs
implicites obtenues par périodisation.

sont implicites ; elles sont obtenues a partir de § en utilisant la table 1.1, suivant la méthode
de gestion des effets de bords choisie.

Convolution par transformation de Fourier

Dans le cas ou les effets de bords sont gérés de maniere périodique, on peut appliquer la
convolution circulaire :

o] = 5% fln] = 5@ ] (1.13)
Ce calcul peut étre effectué dans ’espace de Fourier (propriété (1.39)) :
rlk] = §[k]fy[k], pour 0 <k < N. (1.44)

On a vu (section 1.1.3) que le passage d’un espace a I'autre en utilisant la FFT se fait
avec une complexité en O(Nlog, N). Le calcul de # a partir de § et de f, se fait en N
multiplications. Voici comment se décompose le calcul de r :

FFT

§ — §
O(Nlog2 N) multiplication\ ~ FFT inverse\
P T ?
périodisation FFT P ’
f 5 fp 5 fp O(N) O(Nlog, N)

O(Nlog, N)

Un calcul étant dominé par ’étape de plus grande complexité, le signal r s’obtient avec
une complexité en O(N log, N). Cet algorithme passe par des étapes intermédiaires pour
lesquelles il faut stocker des données temporaires. Cela concerne les signaux f,, $, fp et 7.
Cependant, une fois que fp est calculé, on n’a plus besoin de garder f,. Ainsi, il faut une
capacité de stockage supplémentaire de 3N données.

Pour pouvoir utiliser cet algorithme avec les autres formes de gestion des effets de bords,
il faut créer un signal périodique s, a partir du signal s. Il faut donc prendre une partie
du signal s, que 'on périodise. Ce choix impose une contrainte : pour les valeurs de n
comprises entre 0 et N — 1, on doit avoir s * f,[n] = s, * f,[n]. Pour cela, observons les
valeurs extrémes de n. Pour pouvoir calculer r[0] on a besoin de s[n|, avec n > —F, et
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(a) A s[n]
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p N-1

(b)) sk[n] (c) hre[n]
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(d)fr[n]
k+FL—.Jk+P+D n
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Fig. 1.12 - Dans s (a), on prend un morceau s de taille P a la position k. La convolution
du morceau s; (b) avec le filtre f donne le signal 7y (c). Sur [F, P + D], les valeurs de
i (®) sont égales aux valeurs de r (d) sur I'intervalle Ij.

pour pouvoir calculer r[N — 1] on a besoin de s[n|, avec n < N —1— D. Ainsi, si s, est égal
a s sur l'intervalle [—F, N — 1 — D], on a I’égalité entre les deux convolutions pour tout n
de [0, N — 1]. On peut donc prendre 'intervalle [—F, N — 1 — D] de s comme période de
sp (Fig. 1.11). Toute partie de s qui comprend cet intervalle convient également. La taille
minimum est donc N' = N + M — 1. L’utilisation de la FFT introduit une contrainte sur la
valeur N'. On prendra la plus petite valeur supérieure a N + M — 1 admissible pour une
FFT. Cette nouvelle taille impose une augmentation du cott (stockage et temps de calcul)
de l'algorithme.

1.2.6 Convolution par morceaux

Un autre algorithme permet d’évaluer le produit de convolution entre le signal s et le filtre
f. Il consiste a effectuer des convolutions sur des morceaux de s bien choisis avant de
reconstruire r a partir des résultats de ces calculs. Le choix des morceaux se fait de telle
sorte que la reconstruction n’introduise pas d’erreur. Soit un morceau s; de taille P pris
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dans s a la position k£ (Fig. 1.12) :

si[n] = sln+ k], pour n€]0,P|. (1.45)
Par convolution avec f, on obtient le signal ry, :
F
ri[n] = spx fln] = Zsk[n—P]f[P]- (1.46)
p=D

Pour les valeurs de n telles que n — p est dans [0, P[, on a (Eq (1.45)) :
F
re[n] = ) sln —p+ k] f(p] (1.47)
p=D
et donc

re[n] =r[n+ k] pour n€[F, P+ D] (1.48)

L’intervalle Iy de r concerné par cette égalité est I, = [k + F.k + P + D|[. Autrement
dit, en faisant varier k, le calcul de r; permet d’accéder a des intervalles [, différents. Le
calcul complet de r se fait en choisissant les signaux r; — et donc les signaux s; — de telle
sorte que les intervalles Ij, se succedent (Fig. 1.13). La taille des intervalles [ est égale a
P+D—F,soit P—M+1. Il faut donc L = {P_LMH-‘ morceaux pour calculer r, ou [z] est
le plus petit entier supérieur a x. Ainsi, la complexité de 1’algorithme est L fois celle d’une
convolution entre deux signaux de P points. Cette convolution est effectuée en utilisant
I’algorithme par FFT car, comme nous le verrons plus tard, 1’algorithme de convolution
directe n’est pas intéressant lorsque le signal et le filtre ont le méme nombre de points.
La complexité est donc en O(LP log,(P)). Il faut choisir P pour que cette complexité soit
minimale. Ce choix ne dépend que de la taille M du filtre, car N peut étre mis en facteur
dans I’expression de L. Pour cet algorithme, il faut étendre le filtre f sur une taille P. On
doit stocker s, Sk, fp, fp, 7, et rp. Cependant, une fois que 3 et fp sont calculés, on n’a
plus besoin de garder sj; et f,. Ainsi, on a besoin de 4P données supplémentaires.

Remarque

Cet algorithme fait appel a des FFT sur P points. Il faut s’assurer que P est une valeur
acceptable pour I'algorithme de FFT utilisé.

1.2.7 Filtre sous forme analytique

Il est relativement courant de connaitre la forme analytique du filtre f. Ainsi, on peut le
numériser a partir de son expression analytique aux temps adéquats. Dans ce cas, on peut
faire des économies de stockage et de temps de calcul. Cependant, il faut étre attentif a la
cohérence des nouveaux algorithmes utilisés.

TEn réalité, cette factorisation n’est possible que lorsque N est grand et que 'on peut faire I’approxi-
mation {P_JA\/’[_H] ~ P—%H . Pour N petit, le choix est donc un peu plus délicat. Voir la section 1.2.9 pour
une évaluation numérique de P.
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Fig. 1.13 — Illustration du découpage du signal s (a) pour obtenir le signal r (b). La
succession des intervalles [p impose le chevauchement des signaux rp — et donc des
signaux si. Pour que Iy débute a I'indice 0, il faut que le premier point de sg soit en
—F.

Définition d’un filtre analytique

Pour pouvoir adapter les algorithmes au cas analytique, il est nécessaire d’avoir un certain
nombre d’informations sur le filtre f. Dans ’espace direct :
— Expression analytique de f(), sachant que f est échantillonné avec un pas 7' = 1.
— Domaine [d, f] qui correspond a l'intervalle sur lequel les valeurs f(t) ne sont pas
négligeables. Toute valeur hors de ce domaine sera considérée comme nulle. De plus,
on impose d < 0 et f > 0.
Dans I’espace de Fourier :
— Expression analytique de f(w), sachant que f est échantillonné avec un pas 7' = QW”

~ Domaine [d, f] qui correspond a l'intervalle sur lequel les valeurs f(w) ne sont pas
négligeables. Toute valeur hors de ce domaine sera considérée comme nulle. De plus,
on impose —m < d < 0et 0 < f < 7. Sidou f a une valeur absolue supérieure a
7, cela signifie que l'on est en présence d'un effet d’aliasing dans Iespace direct (voir
section 1.1.2).
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Incidence sur les algorithmes

La définition du filtre f sous forme analytique entraine des modifications plus ou moins
importantes des trois algorithmes de calcul du produit de convolution. Ces modifications
se répercutent sur les performances de chaque algorithme.

— Convolution directe. Pour une valeur n donnée, on constate que ’on doit accéder a
la valeur f[n] autant de fois qu’il y a de points dans s. Ainsi, il est plus cotteux
de recalculer cette valeur a chaque fois que de la stocker des le départ. On choisit
donc d’enregistrer les valeurs du filtre f, puis d’appliquer 1’algorithme numérique de
convolution directe. Le fait d’employer la définition analytique de f n’améliore donc
pas les performances du calcul. La définition du filtre utilisée est celle de 'espace
direct.

— Convolution par morceaux. Pour une valeur de k& donnée, on constate que 1’'on doit
accéder a la valeur f[k] autant de fois qu’il y a de morceaux. Ainsi, et pour les mémes
raisons que ci-dessus, on choisit de stocker les valeurs de f pour ne pas avoir a les
recalculer a chaque fois. On a économisé une FFT sur P points (ainsi que le stockage
de f). Ce gain est relativement négligeable lorsque le nombre de morceaux est grand
(en effet, on effectue une FFT sur P points pour chaque morceau). La définition du
filtre utilisée est celle de I'espace de Fourier.

— Convolution par FFT. Ici, les valeurs f[k] ne sont employées qu’'une seule fois lors du
calcul. Aussi n’est-il pas nécessaire de les stocker. L’acces direct a la transformée
de Fourier de f nous fait économiser une FFT sur N points, alors que ’algorithme
numérique en comptait trois. On a donc un gain non négligeable en temps de calcul
et en stockage : économie de N points (du stockage de f, puis de fp) sur les 3N de
I’algorithme numérique. La définition du filtre utilisée est celle de ’espace de Fourier.

Cohérence du filtre

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que la numérisation de la TF f d’une fonction f, ne
donne pas forcément la méme chose que si 'on calcule la TFD (ou la FFT) de la fonc-
tion f numeérisée. Cette remarque s’applique au filtre défini analytiquement. Ainsi, lorsque
I’algorithme de convolution utilisé nécessite le passage d’un espace a 'autre, il faut étre
tres vigilant quant a la cohérence entre les deux définitions (expressions et supports). La
section 1.1.3 présente la méthodologie qui permet de déterminer la validité de la définition
d’une fonction pour un usage numérique de la transformation de Fourier.
Le point déliquat vient du fait que 1’on passe d’une transformation de Fourier numérique a
une transformation de Fourier continue (et vice versa) de fagon plus ou moins transparente.
Reprenons des notations similaires a celles de la section 1.1.3 :

— f1 est la numérisation du filtre f;

- fl est la TFD de la numérisation du filtre f;

- fg est la numérisation de la fonction f (qui est la TF continue du filtre f);

— f3 est la TFD inverse de la numérisation de la fonction f



1.2 Produit de convolution 23

Les erreurs qu’il faut surveiller sont la différence ep entre f et fl et la différence ep entre
f et fo. L’erreur e augmente avec la diminution du support de f et £p augmente avec la
diminution du support de f . Ainsi, pour avoir une cohérence entre les deux définitions, il
faut que ces deux erreurs soient inférieures a l’erreur numérique ey des calculs (on peut
prendre la convolution directe comme référence). En résumé :

— si ep est supérieure a ey, il est impossible d’utiliser f pour des calculs de convolution ;

— si ep est supérieure a ey, il est impossible d’utiliser f pour des calculs de convolution.
Notons que si ep est supérieure a ey, on peut malgré tout employer f avec le support
S choisi. En effet, le fait d’avoir un petit support S peut étre un choix délibéré visant,
par exemple, a « fenétrer » une fonction h. Mais dans ce cas, I’expression analytique dans
I’espace de Fourier de h ne correspond absolument pas a la transformation de Fourier de
la fonction h limitée au support S. On peut bien str faire la méme remarque a propos de

A

f et de son support dans ’espace de Fourier.

1.2.8 Complexe-réel

Nous avons vu dans la section 1.1.3 que le calcul de la FFT d’un signal réel est plus
rapide que celui de la FFT d’un signal complexe. Ainsi, on peut encore espérer augmenter
les performances des calculs lorsque le signal s ou (et) le filtre f est (sont) réel(s). Les
tableaux suivants récapitulent la décomposition du calcul pour chaque combinaison.

Tab. 1.2 — Cas numérique

s réel s complexe
§ complexe § complexe
f réel convolution réelle sur R(s)
f complexe || convolution réelle convolution réelle sur J(s)
f complexe || convolution réelle sur R( f)
f complexe || convolution réelle sur J(f) | convolution complexe

Tab. 1.3 — Cas analytique

s réel s complexe
$ complexe § complexe
f réel convolution réelle sur R(s)
f complexe || convolution réelle convolution réelle sur J(s)
f complexe
f complexe || convolution complexe | convolution complexe
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1.2.9 Comparaison des méthodes : temps de calcul
Complexité

Voici un récapitulatif des performances de chaque algorithme en termes de complexité
(temps de calcul) et de stockage. Ces valeurs concernent les cas ou le filtre est défini
numériquement. Dans le cas analytique, elles sont légerement différentes.

Tab. 1.4 — Performances

‘ méthode de convolution ‘ complexité ‘ stockage

directe | O(MN) aucun

par morceaux | O(LP log,(P)) | 4P

par FFT (périodique) | O(Nlog,(N)) | 3N

par FFT (autres effets de bords) | O(N'"log,(N')) | 3N’

Ce tableau indique que le choix de I’algorithme se fait suivant la taille du signal et celle
du filtre. Si le filtre est beaucoup plus petit que le signal, il faut utiliser la convolution
directe. Si la taille du filtre est de 1’ordre de celle du signal, on choisira une convolution par
FFT. Dans les situations intermédiaires, c’est la convolution par morceaux qui sera la plus
adaptée. Il reste a déterminer les limites qui distinguent 1’utilisation de ces algorithmes.
Ces limites doivent étre estimées dans les conditions réelles de calcul.

Tests de rapidité

Afin de choisir la méthode optimale pour le calcul d’une convolution donnée, il faut pouvoir
estimer a priorile temps ¢ mis par chaque méthode pour le couple (M, N) considéré. Cette
estimation n’est possible que si des calculs préalables ont été effectués pour paramétrer
I’évolution de t, dont le comportement est déterminé par ’expression de la complexité
de chaque méthode. Ces calculs doivent étre effectués dans les conditions d’utilisation de
la convolution et sont donc spécifiques a la plate-forme!. La plate-forme utilisée est la
suivante : bi-processeur PA-RISC 2.0, systeme HPUX 10.20, langage C, compilateur cc de
HPUX, bibliotheque FFTW version 2.1.2. Les résultats présentés concernent la convolution
entre deux signaux réels. Pour les autres types de convolutions (complexe et/ou avec un
filtre analytique), la démarche a suivre est la méme.

— Convolution directe. Elle a une complexité en O(M N). Ainsi, en premiere approxima-
tion, le temps de calcul d’une convolution directe se comporte comme ¢;(M,N) =
EMN. Sur la figure 1.14 sont reportées les évolutions de ¢1(M, N) lorsque 'on fixe
alternativement 'une des deux tailles. La courbe de la figure 1.14b montre que, pour

"Nous appelons plate-forme 1’ensemble des éléments matériels et logiciels qui influent sur les perfor-
mances des algorithmes. Dans notre cas, cela comprend le processeur, le systéeme d’exploitation, le langage
de programmation, le compilateur et la bibliothéque de calcul de FFT.
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Fig. 1.14 - Evolution de ¢; (M, N) en fonction de M pour N = 12800 (a) et en fonction
de N pour M = 80 (b).

M fixé, t1(M, N) a bien un comportement linéaire en fonction de N. Par contre, le
comportement de ¢1(M, N) en fonction de M a N (Fig. 1.14a) dévie légerement de
la prédiction en O(MN). Pour comprendre d’ou vient cet écart, il faut évaluer plus
précisément le colt de la formule (1.42). Rappelons que les valeurs de s sont impli-
cites. En effet, chaque s[n] est obtenu a partir des valeurs de § par 'intermédiaire de
la table 1.1. Sans entrer dans les détails de la mise en ceuvre numérique, on constate
qu’il y a deux niveaux d’acces aux valeurs s[n|. Pour les valeurs de n comprises dans
[0, N[, cet acces est direct. Pour les autres valeurs de n, I’acces dépend de la gestion
des effets de bords. Le temps de calcul de r[rn] pour un n donné dépend donc de la
position n. Les termes de bords de r[n] mettent en jeu M points et correspondent a
un temps de calcul égal a ¢; M pour chaque point, ou ¢; est une constante. L.’ensemble
des N — M autres points correspond a un temps de calcul égal a coM pour chaque
point, ou c¢; est une autre constante. Au total, cela nous donne un temps de calcul
égal a

tl(M, N) = ClM2 + CQ(N — ]\4)]\47
= CQMN + (Cl — CQ)M27 (149)
- klMN+k2M2

De plus, il faut remarquer que pour chaque n, la mise en ceuvre numérique de 1’al-
gorithme peut entrainer un certain nombre d’opérations indépendantes de M, comme
I’initialisation, le test et I'incrément des index de boucles. L’expression du temps ¢;
comporte donc un terme indépendant de M. Il faut noter que I'influence de ce terme
augmente lorsque M diminue. Il est donc important d’en tenir compte, étant donné
que c’est pour les petites valeurs de M que 1’'on est amené a utiliser ’algorithme de
convolution directe. L’expression de t; devient par conséquent :

La figure 1.15 illustre comment évaluer les trois constantes ki, ky et k3. La courbe de

la figure 1.15a représente la valeur de la pente py (M) de t; (M, N) = py(M)N + ky M?
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Fig. 1.15 — Estimation des constantes ki, ky et ks dans I'équation (1.50). (a) Evolution
de p1(M) en fonction de M. (b) Evolution de p2(N) en fonction de logy(N).
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Fig. 1.16 — Evolution de 5 (N) en fonction de N.

pour plusieurs valeurs de M. D’apres I'équation (1.50), lorsque M varie, p;(M) se
comporte comme ki M + k3. La courbe de la figure 1.15b représente la valeur de la
pente po(N) de (t1(M,N) — ksN)/M = ps( N)M + ki N pour plusieurs valeurs de N.
D’apres ’équation (1.50), lorsque N varie, p2(N) est constante et vaut k.

— Convolution par FFT. Elle a une complexité en O(N log,(N)). Comme pour la convo-
lution directe, cette complexité n’est qu’une approximation du cott réel. I.’estimation
du temps ¢ mis par la convolution est étroitement liée a 1'algorithme de FFT utilisé;
il est donc tres délicat de proposer a priori un comportement de 3. Comme ¢, ne
dépend pas de M, on décide d’évaluer t5(N) pour chaque valeur de N compatible avec
I’algorithme de FFT choisi. La figure 1.16 illustre ’évolution de ¢3(N) en fonction de
N. Précisons que 'aspect bruité de cette courbe ne vient pas d’un bruit numérique,
mais correspond a un comportement réel de la valeur ¢5(N). Ces fluctuations découlent
directement de 'algorithme de FFTW, dont les performances varient fortement d’une
valeur de N a l'autre. Dans les cas ou la gestion des effets de bords n’est pas pério-
dique, le temps mis par la convolution est t3(N') ou N’ est la taille qui minimise ¢,
tout en étant supérieure a N + M — 1.
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Fig. 1.17 — Calcul de P & partir du comportement théorique pour N = 1024 et M = 30.
(a) Temps théorique t4(P) du traitement d’un morceau en fonction de sa taille P.
(b) Temps théorique t3(P) = Lt4(P) de l'algorithme de convolution par morceaux en
fonction de la taille des morceaux.

— Convolution par morceaux. Elle a une complexité en O(LP log,(P)). L’expression de
cette complexité est tres peu précise et fournit une approximation peu fiable du coit en
temps t3 de la convolution. A cela s’ajoute le probleme de la détermination de P. D’un
point de vue théorique, on obtient la valeur de P en minimisant, a M fixé, ’expression
LPlog,(P), avec L = (P_LM_I_J
P log,(P) est une approximation du temps théorique mis pour traiter un morceau (voir
section 1.2.6), traitement que I'on considere de l'ordre d’une FFT. Appelons t4(P) le

. Rappelons que L est le nombre de morceaux et que

temps mis pour effectuer le traitement sur un morceau. La figure 1.17 illustre comment
obtenir la valeur de P dans ce cadre théorique pour N = 1024 et M = 30. La courbe
théorique t4(P) = Plog,(P) en fonction de P est représentée sur la figure 1.17a.
La figure 1.17b, qui montre le temps théorique t3 de la convolution par morceaux,
permet de trouver la taille P qui donne le calcul le plus rapide. La forme en dents de
scie de la fonction Lt4(P) vient de la borne supérieure dans I'expression de L (L(P)
est une fonction escalier décroissante). Cependant, cette estimation dépend fortement
de I'approximation de t4. De plus, comme pour ¢;, ’algorithme de FFT joue un role
central. Il est donc souhaitable de mesurer ¢4 pour les valeurs de P acceptées par la
FFT. La figure 1.18 confirme que le temps t4(P) est indépendant de M et de N. On
constate que, pour une valeur de P donnée, les deux courbes t35(M, N)/L en fonction
de M, pour deux valeurs différentes de IV, se remettent 'une sur ’autre pour donner
une valeur t4( P) indépendante de N et de M. On peut ainsi calculer t4( P) pour chaque
valeur de P utilisable. La connaissance de t4 permet ainsi d’estimer le temps t3(M, V)
pour toutes les valeurs de P, et par la donne acces a la valeur optimum de P. La
figure 1.19 illustre la détermination de cette valeur. La figure 1.19a représente t4 en
fonction de P et la figure 1.19b montre I’évolution de ¢5(M, N) en fonction de P pour
N = 8192 et M = 100. Cette courbe permet d’obtenir 4802 comme valeur de P, pour
laquelle la convolution se fera le plus rapidement pour le couple (M, N) considéré.
Ainsi, il est possible d’estimer le temps t3(M, N) pour n’importe quelles valeurs de M
et de N. Les courbes de la figure 1.20 montrent 1’évolution de t3(M, N) en fonction de
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Fig. 1.18 — Indépendance de ¢4 par rapport a N et M. (a) et (c) t3(M,N) en fonction
de M a N et P fixés. (b) et (d) t3(M,N)/L = t4(P) en fonction de M a N et P fixés.
(a) et (b) P =256 (c) et (d) P =1024. (o) N =8192; (A) N = 32768.
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Fig. 1.19 — Calcul de la valeur optimale de P a partir du comportement mesuré pour
N =8192 et M = 100. (a) Temps mesuré {4(F) du traitement d’un morceau en fonction
de sa taille P. (b) Temps mesuré ¢5(P) de I'algorithme de convolution par morceaux en
fonction de la taille des morceaux.
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Fig. 1.20 - Evolution de t3(M, N) en fonction de M pour N = 8192 (a) et N = 32768
(b).

M pour N = 8192 (Fig. 1.20a) et pour N = 32768 (Fig. 1.20b). On constate que ces
courbes sont en escalier. Cela s’explique par le fait que la valeur de P reste identique
sur des intervalles de valeurs de M. En effet, I’expression de L est aussi en escalier :
on change de valeur de P lorsqu’on change de marche pour L.
Il est maintenant possible d’estimer a priori le temps mis par chaque algorithme de convo-
lution. On peut donc déterminer la méthode optimale pour chaque couple (M, N). Cela
est illustré sur la figure 1.21, ou trois zones se partagent le domaine du plan (log, N,
log, M) défini par 0 < log, M < log, N. La zone A (respectivement B et C) correspond a
I’ensemble des couples (log, NV, log, M) pour lesquels ’algorithme de convolution discrete
(respectivement convolution par morceaux et convolution par FFT) est le plus rapide. Pour
N grand, si M est de I'ordre de N on utilise la convolution par FFT, si M est petit devant
N on emploie la convolution directe et pour les valeurs de M intermédiaires on se sert
de la convolution par morceau. Cette observation va dans le sens de la remarque faite en
début de section sur le choix des algorithmes en fonction de leur complexité. Cependant,
on constate que ce scénario n’est plus valable pour des petites valeurs de N (N < 64).
Pour ces valeurs, I’approximation du temps de calcul qu’est la complexité perd de sa per-
tinence : les opérations annexes a l’algorithme (comme les allocations de mémoire) et les
appels de procédures commencent a ne plus étre négligeables devant la stricte application
des algorithmes présentés ici. Or ces « surcouts » sont quasi-inexistants pour la convolution

directe : c’est donc cet algorithme qui est optimal pour les petites valeurs de N et pour
tout M.

1.2.10 Comparaison des méthodes : erreur

Chacune des méthodes présentées introduit une erreur numérique sur le résultat du calcul.
L’origine de cette erreur varie d’'une méthode a l'autre. Il est indispensable de la mesurer
et de s’assurer qu’elle ne varie pas radicalement lorsque 'on change de méthode. A cette
fin, nous allons comparer sur un cas d’école les résultats obtenus par chaque technique.
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Fig. 1.21 — Choix de la méthode de convolution en fonction des valeurs de log, (V)
et de log,(M) : convolution directe (zone A), convolution par morceaux (zone B) et
convolution par FFT (zone C).

Calculons la convolution entre un signal linéaire! et la dérivée seconde de la Gaussienne

(filtre).

s(t) = 1000 + ¢, (1.51)

o= (5 e (L), 05

2

f(w) = —V2ro w?exp (—C‘JZ—U) (1.53)

Pour toute la série de tests présentée, nous fixons N = 4096. L’échantillonnage du filtre se
fait toujours sur U'intervalle [—5.92,5.92]. Le pas de cet échantillonnage varie, faisant évoluer
le nombre M d’enregistrements du filtre. La figure 1.22 compare les méthodes deux a deux.
AM fixé, on mesure la différence entre les résultats ry et r, des deux convolutions :

E(M) = Xm0 o] . avec e[n] = ri[n] — ra[n]. (1.54)

EnNz_ol ‘Tl 1] ‘2

TOn aurait pu prendre un Dirac comme signal. Dans ce cas, les résultats théoriques sont connus et cela
aurait permis une meilleure validation de chaque méthode. Cependant, la TF d’un Dirac ne comporte pas
de bruit numérique. Ce cas est trop éloigné des situations réelles et la convolution par FFT aurait été « trop
exacte ».
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Fig. 1.22 — Erreur entre les résultats des différents algorithmes. La convolution est ap-
pliquée entre le signal s (Eq. (1.51)) et le filtre f (Eqs (1.52) et (1.53)). (a) Algorithmes
numériques. (b) Algorithmes analytiques. Le trait plein (—) compare la convolution
par morceaux a la convolution directe, le trait en pointillés () compare la convolution
par morceaux a la convolution par FFT et le trait en pointillés gras (-:-) compare la
convolution par FFT a la convolution directe. Le trait interrompu (- - -) correspond a
Perreur commise par un « aller-retour » de FFT sur le signal s (Eq. (1.51)).

Chaque courbe de la figure 1.22 montre I’évolution de cette quantité en fonction de la taille
M du filtre. La figure 1.22a compare les méthodes numériques entre elles. La figure 1.22b
compare les méthodes analytiques entre elles. Dans chacune de ces figures, la courbe en
trait continu mesure l'erreur entre la méthode directe et la méthode par morceaux, la
courbe en pointillés gras (----) concerne la méthode par Fourier et la méthode directe,
et la courbe en pointillés (-+) la méthode par morceaux et la méthode par Fourier. On
constate pour ce dernier cas que lorsque la taille augmente I’erreur diminue. Cela est assez
intuitif, car la méthode par morceaux s’apparente a la méthode par Fourier lorsque la taille
du filtre augmente. Sur les deux sous-figures, le trait interrompu indique I’erreur obtenue
lorsque I'on compare le signal s (Eq (1.51)) avec la FFT inverse de sa FFT. Notons que les
courbes qui font intervenir la convolution par morceaux présentent un aspect en escalier
qui provient des changements de valeur de la taille P des morceaux sur lesquels on effectue
les FFT (voir page 29). Or, cette taille a une conséquence directe sur I’erreur commise par
la FFT : elle diminue lorsque la taille augmente. La décroissance par morceaux observée sur
toutes les courbes provient de ’amélioration de la résolution du filtre. On constate que les
erreurs dans la figure 1.22b sont plus faibles que celles dans la figure 1.22a. Encore une fois,
il faut chercher I’explication au niveau de 'utilisation de la FFT : dans le cas analytique, on
effectue une FFT de moins par rapport au cas numérique, diminuant ainsi I’erreur commise.

1.3 Transformation en ondelettes de signaux 1D

La transformation en ondelettes est un outil d’analyse et de traitement du signal qui
permet d’étudier la structure d’un signal en fonction de 1’échelle d’observation [22-37]. La
numérisation de cet outil utilise directement des algorithmes de convolution. Une attention
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particuliere doit donc étre portée sur la définition de l'ondelette en tant que filtre d’un
algorithme numérique.

1.3.1 Définition

On appelle ondelette [26,27,29,35-37], toute fonction ¢ de L*(R) telle que

/+°o B(t)dt = 0 (1.55)

o0

et telle que sa norme L?

[]l = 1. (1.56)

On appelle ¥y 4, la version dilatée et translatée de 'ondelette @ :

Yoalt) = %w <t — b>, (1.57)

avec la condition de normalisation

[0l = 1. (1.58)

Soit f une fonction complexe de la variable temporelle ¢ prise dans L*(R). Sa transformée
en ondelettes est définie par [26,27,29,35-37]

oo 1, (t—0b
Ty(b,a) = (Y, f) = B f(t)%;b < - )dt. (1.59)

La variable a est appellée variable d’échelle. Si pour simplifier nous adoptons la notation

- 1 —1
()= —=0" | — |, 1.
60 = v (2 (1.60)
alors la transformée en ondelettes de f s’écrit sous la forme d’un produit de convolution :
Ty(b,a) = f  $u(b). (161)

Remarquons que I’équation (1.61) implique la validité de la condition d’admissibilité — pour
que la transformation en ondelettes soit inversible. L’inverse n’est pas nécessairement vrai.
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1.3.2 Ondelette : filtre a taille variable

La formule (1.61) fait intervenir un produit de convolution sur la fonction f. Lors de ’éva-
luation numérique de la transformée en ondelettes, il est donc nécessaire de faire appel a
un algorithme de convolution. Le filtre de la convolution dépend directement de I'ondelette
(forme) et de ’échelle a (taille). Le support du filtre dans I'espace direct augmente donc
avec a. Nous avons vu que le choix de 'algorithme de convolution dépend de la taille du
support du filtre. Ainsi, le calcul de la transformée en ondelettes sur une gamme d’échelles
importante nécessite 1'utilisation de plusieurs algorithmes de convolution. Toutes les re-
marques de la section précédente (voir page 22) concernant la cohérence d’un filtre sont
donc tres importantes dans la mise en ceuvre d’algorithmes de calcul de la transformée en
ondelettes : la définition d’une ondelette en tant que filtre est en effet tres délicate. Une
attention particuliere doit étre portée sur la définition des supports dans 'espace direct et
dans I'espace de Fourier (voir section 1.1.3), ainsi que sur la cohérence entre ces formes dans
les deux espaces. Cependant, si I’on se limite aux algorithmes de convolution numérique,
il n’est pas nécessaire de définir la forme de 'ondelette dans 1’espace de Fourier.

Une autre contrainte a respecter est la normalisation de I'ondelette (Eq (1.58)). Dans
un cadre numérique, cela revient a s’assurer que la somme des modules des enregistrements
soit bien égale a 1. Si l'on s’écarte de cette valeur, on divise le résultat des convolutions
par la valeur de cette somme.

1.3.3 Gamme d’échelles accessible

Il est important de noter que la taille du support de 'ondelette dans ’espace direct dé-
termine ’échelle maximale accessible pour un signal de taille donnée. De méme, la taille
du support de 'ondelette dans 1’espace de Fourier détermine I’échelle minimale, c¢’est-a-
dire la résolution maximale de notre microscope « transformée en ondelettes » [33]. Soient
[tmin, tmaz) le support de ¥ et [Wyin, W] le support de ?j) Cherchons la gamme d’échelles
accessible pour calculer la transformée en ondelettes d’un signal de N points (échantillon-
nage T' = 1). Lors de ce calcul, on est amené a numériser I'ondelette. I'intervalle d’échan-
tillonnage doit contenir le support de 'ondelette a 1’échelle considérée. Dans ’espace di-
rect, le pas est T' = 1. Ainsi, l'intervalle d’échantillonnage est [Latmmj, [atmmu. Il faut
que le nombre de points d’échantillonnage ne dépasse pas N. Iy a [almar| — |@tmin] + 1
points qui définissent ’ondelette a cette échelle, nombre qui est majoré par la valeur réelle
atmar — atmin + 3. Ainsi, nous fixons 1’échelle maximale a,,,, a la valeur

amaaztmaz - amam‘tmin + 3= N7
N —3 (1.62)

SOt Gppay =
tmam - tmzn

La plus petite échelle est atteinte lorsque l'intervalle d’échantillonnage de @/A)M sort de
I'intervalle [—m, 7]. Le pas d’échantillonnage est T = 2T et I'intervalle d’échantillonnage est
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H‘*’;"—#JT, [‘”;"%]T] Toute échelle a doit étre supérieure aux échelles a; et a, définies par

wmln
—1 )T = 1.63
(22 1) (1.63)

wmal‘
)T = 1.64
(s ) . (1.64)
ce qui nous donne
Wimin
= ——-0, (1.65)
(% = 1)
4y = —mer (1.66)

Ainsi, nous fixons 1’échelle minimale a la valeur

mELX( —Wmin, wmaz‘)

(-3

(1.67)

Umin = Max(ay, as) =

1.3.4 Exemples d’ondelettes pour le calcul numérique

Voici une liste d’ondelettes avec leur définition et leurs caractéristiques telles qu’elles
peuvent étre utilisées pour un calcul numérique. Leur support a été déterminé grace a
une méthode proche de celle présentée dans la page 10. On se donne un seuil de tolérance
sur 'erreur commise en limitant ¢ (resp. ¢) sur un intervalle donné. Appellons ¢ (resp.
1/)2) cette limitation. L’erreur est calculée en comparant (numériquement) ¢1 a gb (resp. g
a ). Le support choisi pour ¢ (resp. pour ¢) est le plus petit intervalle pour lequel cette
erreur est inférieure a une valeur donnée. La plupart des ondelettes présentées ici sont des
dérivées successives de la fonction Gaussienne [25] :

—X

g(z) = exp <72> (1.68)
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Tab. 1.5 — Exemples d’ondelettes

espace direct ‘ espace de Fourier

i -z exp(‘Tﬁ) J\f V2miw exp(‘T‘”z})
o z € [~5.605, 5.605] w € [~5.762,5.762]

&g (z? —1) exp(%) J\/¥ —V2mw? exp(‘T‘”Q)
%2 2 € [~5.918,5.918] w € [~6.094,6.094]

&g z(3 —2?) exp(‘TIz) J\/\ﬁ —V2miw? exp(‘T‘”rz)
& 2 € [—6.230,6.230] w € [—6.406, 6.406]

2

dtg (3 — 622 + %) exp(%) V2mw?t exp(‘T‘”z})
&t z € [~6.543,6.543] VAY; w € [~6.719,6.719]

cos(z0) exp(‘Tl?Q) 2 /\A(\ \/ﬁexp<_(‘”;m2)

Morlet [22-24] +i sin(z§)) exp (%)

z € [~5.260, 5.260] *\’\/\/"* w € [—0.1,10.9]

L EE?

Précisons que les formules proposées dans cette table pour 'ondelette de Morlet ne vérifient
pas la condition de moyenne nulle (Eq. (1.55)). Cependant, la valeur de 2 = 5.336446 a
été choisie de telle sorte que, d'un point de vue numérique, on puisse faire I’approximation

N

$(0) = 0.

1.4 Algorithmes pour les images numérisées

1.4.1 Transformation de Fourier a deux dimensions

Sans entrer dans les détails, signalons simplement que la TF se généralise tres bien aux
fonctions de deux variables [36,52,53] (et méme de n variables). Ainsi, I’algorithme de TFD
(et donc celui de FFT) possede un équivalent pour les images (signaux a deux dimensions).
Il s’agit en fait d’effectuer une série de TFD a une dimension sur chaque ligne, suivie d’une
série sur chaque colonne. Si N = N, N, est le nombre de points de I'image (N, est le nombre
de colonnes, N, est le nombre de lignes), on obtient encore une complexité en O(N log, N).
Voici les formules qui définissent la TF et la TFD (et leur inverse) pour les images [36,52,53] :

A~ +(>o +(>O .
flwz,wy) = / fz,y)e™ Weatwsd) dady . (1.69)

1 +o0 +oo . )
flz,y) = 4—2/ f(wm,wy)y(wzz+wyy)dwrdwy ; (1.70)
) o J_

o0
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Ny—1Ny—-1 k‘ k‘
2T n
kz,k* Z Z flnz, nyl exp <—L27T< N + ?Vj)) ; (1.71)

nz=0 ny=0

Ry k k
LT n .
flne,n,] = A N Z Z f kz, kylexp <L27r <Tz + yTyy>> (1.72)

Y ky=0 ky=0

1.4.2 Convolution a deux dimensions

Comme pour la transformée de Fourier, la convolution se généralise tres bien a plusieurs
dimensions [36,57]. Que ce soit pour les définitions, les propriétés, la gestion des effets de
bords ou la complexité des algorithmes, le passage a la convolution pour les images se fait
tres simplement. Ainsi, si f et h sont deux fonctions complexes des variables x et y, on
définit le produit de convolution 2D de f avec h par

+oo +oo
fxh(z,y) = / F ey uy) (@ — wey y — uy)dugduy,. (1.73)

Si les fonctions f et h sont discretes, avec un méme pas 7}, suivant la composante x et
un meéme pas 7y suivant la composante y, l'intégrale (1.73) se reformule de la maniere

suivante :
[ hlng,n,] = Z Z flpz, pylhlne — peyny — pyl, (1.74)
Pa=—00 py=—00
avec flng,n,] = f(n.Tz,n,T,) et hing,n,] = h(nTy,n,Ty). Dans ce cas de figure, on

parlera de convolution discréte 2D. Si de plus f et h sont N, T,-périodiques suivant la com-
posante x et N,T,-périodiques suivant la composante y, on définit la convolution circulaire

2D par

Ny—1Ny—1

F@hna,ny =Y Y flpespylhlne — peiny — py). (1.75)

pz=0 Py =0

Le résultat de cette opération est aussi une fonction N,T,-périodique suivant la composante
z et N,T,-périodique suivant la composante y. La convolution circulaire 2D possede la
propriété remarquable suivante :

si g[nmny] = f@h[nrany]7 alors g[kzaky] [kxak] [kzvk] (1'76)

L’application des différents algorithmes de convolution (directe, par morceaux ou par FFT)
découle de ces formules et n’ajoute pas de difficultés par rapport au cas a une dimension.
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Les complexités restent les mémes si I'on prend en considération le nombre de points de
I'image N = N,;N,. La gestion des effets de bords se fait en appliquant sur chaque direction
la stratégie de la section 1.2.4 (voir table 1.1).

En ce qui concerne la comparaison des différents algorithmes en terme de rapidité, I’ajout
d’une dimension amene un degré de liberté supplémentaire. En toute rigueur, et pour
s’adapter au cas le plus général, il faudrait prendre en compte l'incidence des deux di-
rections sur les performances de ’algorithme de FFT!. Cependant, la plupart des images
rencontrées ont une largeur proche de leur longueur (lorsqu’elles ne sont pas égales). Dans
ces conditions, la démarche présentée dans la section 1.2.9 pour estimer les temps d’exé-
cution de chaque algorithme se généralise a deux dimensions en prenant simplement en
considération le nombre total de points de I'image.

1.4.3 Transformée en ondelettes continue a deux dimensions

Encore une fois, I’ajout d’une dimension pour le calcul de la transformée en ondelettes
n’augmente pas les difficultés de maniere significative [61-64]. Les définitions et propriétés
sont les mémes qu’a une dimension. Dans les formules de la section 1.3.1, il faut prendre les
variables ¢ et b comme des vecteurs et les intégrales deviennent doubles. Ainsi, on appelle
ondelette toute fonction v de L*(R?) telle que

//i: b(x)dx = 0 (1.77)

Il =1. (1.78)

On appelle ¥y, g4, la version translatée (b), tournée () et dilatée (a) de 'ondelette ¢ :

naalx) = o (D), (.79

a

et telle que sa norme L2

avec la condition de normalisation

[¥b0al = 1. (1.80)

Soit f une fonction complexe de la variable x prise dans L*(R?); sa transformée en onde-
lettes est définie par

Ty(b,0,a) = (¥nga f) = //i: f(x)é@/)* (7"—9(’;7_'0)> dx. (1.81)

TLorsque le nombre de points N = Nz Ny est fixé mais que ’on fait varier N, et Ny, les performances
peuvent devenir trés différentes. Surtout lorsque 'on passe de Ny ~ Ny, & N, = N et N, = 1 (ou vice
versa).
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Fig. 1.23 — Exemples d’ondelettes 2D. (a) Dérivée premiere de la Gaussienne suivant z :
—zexp(—(z? + y?)/2). (b) Chapeau mexicain & 2D : (z? 4+ y* — 1) exp(—(2? + y?)/2).

La variable a est appellée variable d’échelle. Si pour simplifier nous adoptons la notation

Poa(x) = (#) (1.82)

T
alors la transformée en ondelettes de f s’écrit sous la forme d’un produit de convolution :

Tf(b,H,a) = f‘k’lz)&a(b). (183)

Dans ces formules, I'angle § fournit un degré de liberté supplémentaire par rapport a
la transformée en ondelettes 1D. Cependant, d’un point de vue algorithmique, cet angle
n’ajoute aucune difficulté majeure. L’impact se situe au niveau des performances (temps
de calcul et stockage). La figure 1.23 présente deux exemples d’ondelettes analysatrices
2D : la dérivée premiere suivant = de la fonction Gaussienne et le chapeau mexicain 2D.
L’obtention des échelles limites doit se faire en prenant en considération la taille du filtre et
la taille de I'image successivement dans les deux directions. Toutes les autres considérations
d’ordre numérique ou algorithmique découlent directement du cas a une dimension.

1.5 Petit récapitulatif

Ce chapitre a traité de 'optimisation du temps de calcul de la transformée en ondelettes
4 une ou deux dimensions. A défaut d’optimisation, le choix le plus simple et le plus
fréquent dans la littérature consiste a calculer chaque échelle avec une convolution par
FFT. Ainsi, si N, est le nombre total d’échelles a calculer, le temps mis est de N, fois le
temps d’une convolution par FFT. L’optimisation présentée dans ce chapitre permet de
limiter aux grandes échelles I’emploi de la convolution par FFT. Toutes les autres échelles
font appel aux algorithmes de convolution directe et par morceaux, qui sont nettement plus
rapides. Le gain dépend donc de I’étendue de la gamme d’échelles. Si celle-ci comporte peu
d’échelles proches de la taille du signal, le gain sera important. Si au contraire elle ne
contient que des grandes échelles, alors le gain sera faible, voire nul. Heureusement, ce
dernier cas est rare, pour ne pas dire inexistant. En effet, I’'un des intéréts majeurs de la
transformée en ondelettes continue est de pouvoir observer 1’évolution de la structure du
signal lorsque ’on diminue progressivement le parametre d’échelle (c’est-a-dire lorsque ’on
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augmente le grossissement du microscope « transformation en ondelettes » [33,38,63-65]).
Ainsi, la primeur est donnée aux petites échelles. De plus, les grandes échelles sont polluées
par les effets de bords', ce qui rend délicate leur exploitation. En ce qui concerne le choix de
I’algorithme de convolution, nous avons présenté une démarche qualitative qui rend compte
des différences algorithmiques des trois méthodes (directe, par morceaux, par FFT). Cette
démarche n’est pas exhaustive et peut étre sujette a critiques : probleme d’estimation, place
mémoire, temps de prétraitement, etc. Elle constitue cependant un compromis acceptable
entre les différentes contraintes de mise en ceuvre. Une amélioration possible en place
mémoire pourrait étre obtenue par la définition de formes analytiques, modélisant d’une
part le temps mis pour effectuer une FFT et d’autre part le temps mis pour la convolution
d’un morceau. Une autre approche envisageable (a I'opposé de la précédente) serait de
calculer une table d’aiguillage & deux entrées (la taille du signal et celle du filtre) qui
indiquerait la méthode optimum pour chaque jeu de parametres. Toutefois, le gain en
précision se ferait alors au détriment du stockage et de ’estimation de cette table. En plus
de l'optimisation en terme de vitesse, nous avons également évoqué le probleme délicat de
la définition d’un filtre numérique (ou d’une ondelette) a partir de sa définition analytique,
et ce dans l'espace direct comme dans ’espace de Fourier. Nous avons ainsi déterminé
avec précision la gamme d’échelles accessible par une ondelette suivant la taille du signal
analysé. Nous espérons pouvoir mettre prochainement a disposition sur le site Internet du
CRPP, une mise en ceuvre des algorithmes présentés dans ce chapitre.

TCette remarque ne s’applique pas, bien évidemment, aux signaux dont le comportement est connu hors
du domaine des données, comme par exemple un signal périodique ou un signal dont le support correspond
a un sous-ensemble des données disponibles.
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Chapitre 2

La méthode des maxima du module de
la transformée en ondelettes (MMTO)
en dimension 2 : méthodologie et tests

2.1 Introduction

La fin des années 70 et le début des années 80 ont vu la naissance et la propagation dans
la communauté scientifique de la notion de fractale [2,3]. Cette notion s’est tres largement
répandue dans les différents domaines de la physique et de la physico-chimie des inter-
faces [5-15]. Aussi bien au niveau fondamental qu’au niveau des nombreuses applications
potentielles, la caractérisation des surfaces rugueuses est devenue un probleme d’impor-
tance majeure. En effet, beaucoup de processus naturels ou artificiels conduisent a la for-
mation de profils irréguliers ou d’interfaces complexes [2,3,5-21]. De nombreuses techniques
expérimentales sont couramment utilisées de nos jours pour caractériser la rugosité d’une
surface. Certaines de ces techniques telles que la microscopie a effet tunnel, la microscopie
a force atomique, la microscopie électronique a transmission ou 1’'imagerie optique, donnent
acces a 'objet dans 'espace direct [14]. Les techniques de diffraction (électrons, lumiere,
rayons X) operent par contre dans ’espace de Fourier [14]. La caractérisation de la rugosité
d’une surface par la mesure de sa dimension fractale est devenue monnaie courante dans
beaucoup d’applications comme par exemple la topographie, 1’étude de réseaux de défauts
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ou de fractures, les phénomenes de croissance, les processus d’érosion et de corrosion, la
catalyse et bien d’autres domaines en physique, chimie, biologie, géologie, météorologie et
sciences des matériaux [2,3,5-20]. En ce qui concerne les interfaces isotropes et autosimi-
laires, il existe une pléthore d’algorithmes (comptage de boites, corrélations a taille ou a
masse fixée) qui ont été testés et qui permettent une estimation suffisamment précise de
la dimension fractale Dp [44,63,65-71]. Par contre, pour les surfaces rugueuses autoaf-
fines qui possedent des propriétés d’invariance d’échelle anisotropes [2,3,6,7,9,72-74], les
différentes méthodes d’évaluation de Dp (méthode du diviseur, algorithme de comptage
de boites, méthode du triangle, méthode Si — de 1'anglais slit-island —, méthode spec-
trale, méthode du variograme et méthode des distributions) fournissent le plus souvent
des résultats différents [74-79]. Il est désormais bien établi que les effets d’échantillonnage
(résolution limitée) et de taille finie sont & 'origine de biais dans l’estimation de Dp. De
plus, ces biais sont plus ou moins importants suivant la méthode utilisée [75,79,80]. Pour
une discussion documentée sur les raisons possibles de ces variations dans I’estimation de
la dimension fractale de surfaces rugueuses, nous renvoyons le lecteur a 'article de Lea
Cox et Wang [81]. Une alternative consiste a calculer I’exposant de rugosité H [2,3,6,9] qui
détermine ’agrandissement qu’il faut appliquer a I’épaisseur de I'interface afin de conserver
I’aspect de la surface lors d’une dilatation spatiale donnée. Si d est la dimension de I'espace
dans lequel se trouve la surface étudiée, 'exposant de rugosité est supposé étre relié a la
dimension fractale par la formule Dy = d — H. Il existe plusieurs méthodes qui permettent
d’évaluer cet exposant parmi lesquelles les plus utilisées sont certainement les méthodes
de la variance et du spectre de puissance, les fonctions de corrélation, la méthode DFA
(de I'anglais detrended fluctuations analysis), les distributions de probabilité de premier et
de multiretour [76-79,82-85]. A nouveau, des biais perturbent ’estimation de I'exposant
de rugosité [79], et comme la précision dépend sensiblement de la méthode utilisée, il est
fortement conseillé d’appliquer plusieurs techniques afin de pouvoir quantifier la précision
avec laquelle la mesure est effectuée.

Cependant, au dela des limitations algorithmiques, la méthodologie basée sur la simple
mesure de la dimension fractale souffre d’une insuffisance beaucoup plus fondamentale.
En effet, Dy et H sont des quantités globales qui ne rendent pas compte de possibles
fluctuations locales de la rugosité d’une surface fractale. A cet effet, les algorithmes de
comptage de boites et de corrélations ont été adaptés afin de permettre le calcul des
dimensions fractales généralisées D, [14,63,65,67-70]. La dépendance de ces dimensions en
fonction de ¢ permet en effet de quantifier 'existence de propriétés d’invariance d’échelle
multifractales dans les objets autosimilaires isotropes. En ce qui concerne les fractales
autoaffines, dans le contexte de 1’étude de la turbulence pleinement développée, Parisi et
Frisch [86] ont proposé une description multifractale basée sur I’étude du comportement en
loi de puissance des fonctions de structure [20,87] : S,(I) =< (& f)? >~ I (p entier > 0),
ou dfi(x) = f(x +1) — f(z) est un incrément du signal sur une distance [. En redéfinissant
'exposant de rugosité comme une quantité locale, §fi(z) ~ 1"®) [46-48, 86, 88, 89], on
peut alors quantifier les fluctuations de régularité de la fonction considérée a 1’aide du
spectre des singularités D(h), ou D(h) est la dimension de Hausdorff de I’ensemble des
points = pour lesquels I'exposant de rugosité local h(x) (appelé aussi exposant de Hélder)
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vaut h. En principe D(h) peut étre obtenu par transformation de Legendre des exposants
¢y [46,48,86]. Cependant, comme ’ont souligné Muzy et al [49], la méthode des fonctions
de structure présente d’importantes lacunes. En particulier, elle ne permet pas d’accéder
a la totalité du spectre D(h). On peut en effet montrer que cette méthode est aveugle aux
singularités les plus faibles (comme celles présentes dans les dérivées de f). Ainsi, méme
s’il est possible, en considérant la valeur absolue des incréments, d’étendre cette approche
aux valeurs réelles positives de p (et non plus se limiter aux seules valeurs entieres), les
fonctions de structure n’existent pas pour p < 0. De plus, la présence possible dans f de
singularités d’exposant de Holder 2 > 1 ou de comportements réguliers, affecte de facon
sérieuse I'estimation des exposants (, et par conséquent le calcul du spectre des singularités
D(h) via la transformation de Legendre [46,48,49].

Récemment, Arneodo en collaboration avec Bacry et Muzy [46-50] ont présenté une
nouvelle méthode permettant d’effectuer une étude multifractale des fonctions autoaffines
et multiaffines. Cette approche plus naturelle du probleme suggere d’utiliser la transfor-
mée en ondelettes continues [22-38], la ou le formalisme multifractal classique proposait
I'utilisation de boites [39-45]. Par leur grande variété, les « boites oscillantes généralisées »
que sont les ondelettes permettent de s’affranchir des composantes douces qui peuvent soit
masquer les singularités, soit perturber 'estimation de leur force h [46-50]. De plus, le
squelette défini par les mazima du module de la transformée en ondelettes (MMTO) [90,91]
fournit un partitionnement naturel du demi-plan espace-échelles dont on peut se servir
pour positionner de fagon efficace nos « boites oscillantes ». En observant le comporte-
ment en loi d’échelle de fonctions de partition calculées sur ce squelette, on peut ainsi
extraire les exposants 7(¢), qui, par transformation de Legendre, donne acces au spectre
des singularités D(h) dans sa totalité : D(h) = ming,(gh — 7(q)) (voir les Réfs [50,92] pour
des résultats mathématiques rigoureux). Cette méthode, appelée méthode MMTO [46-50],
étant principalement destinée a étre appliquée a des systemes stochastiques, il faut cepen-
dant étre conscient que le traitement des fonctions aléatoires multifractales nécessite un
soin et des précautions particulieres. A priori, il n’y a pas de raison que toutes les réali-
sations d’'un méme processus stochastique multifractal correspondent & une courbe D(h)
unique. Chaque réalisation possede sa propre distribution de singularités et un point déli-
cat de 'analyse est de relier ces distributions a une moyenne calculée expérimentalement.
Comme I’a parfaitement souligné Hentschel [93], on peut tirer partie de I’analogie entre
la description multifractale et la thermodynamique statistique [39,40,44-46], en utilisant
les méthodes congues spécialement pour étudier le désordre dans la théorie des verres de
spin [94]. On peut ainsi calculer des moyennes sur les répliques d’une fonction de parti-
tion aléatoire associée a une fonction stochastique, pour en extraire le spectre multifractal
7(q,n) qui dépend généralement du nombre de membres n dans la moyenne sur les répliques
(précisons que n = 0 et n = 1 correspondent respectivement aux moyennes trempée et re-
cuite [93]). Ainsi, en appliquant la transformation de Legendre & 7(g,n), on obtient une
moyenne particuliere du spectre D(h) [93]. L'interprétation de ces spectres moyennés doit
donc se faire avec beaucoup de prudence afin d’éviter toute erreur de compréhension de la
physique sous-jacente.

La méthode MMTO a déja été appliquée avec succes a de nombreux signaux 1D expé-
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rimentaux comme numériques d’origines variées [33]. Parmi les succes enregistrés, nous
mentionnerons principalement la caractérisation du phénomene de cascade en turbulence
pleinement développée [38,46-48, 95-100], la découverte de suites de Fibonacci dans la
structure hiérarchique de coupes 1D d’agrégats fractals générés par des processus de crois-
sance limitée par la diffusion (DLA) [101-105], la caractérisation et la compréhension des
corrélations a longue portée observées dans les séquences d’ADN [106-109], la démons-
tration de l'existence d’une cascade d’information causale des grandes vers les petites
échelles dans les séries financieres [110, 111]. D’un point de vue fondamental, le forma-
lisme multifractal basé sur la méthode MMTO [46-50] fournit une description statistique
« canonique » des fluctuations de régularité d’une fonction qui ne prend effectivement en
compte que les singularités algébriques (cusps, en anglais). Dans un soucis de généralité,
ce formalisme a été récemment étendu [112-115] aux singularités oscillantes (chirps, en
anglais) [91,112,113,116], débouchant sur une description « grand canonique » basée sur
le calcul du spectre des singularités D(h, ) qui quantifie désormais la contribution statis-
tique des singularités d’exposant de Holder h et d’exposant d’oscillation 3 caractérisant la
divergence en loi de puissance locale de la fréquence instantanée.

Le but de ce chapitre est de généraliser la méthode MMTO canonique [46-50] du cas 1D
au cas 2D, afin de permettre ’analyse multifractale de surfaces rugueuses dont la dimension
fractale Dp est comprise entre 2 et 3. Durant ces dernieres années, un intérét croissant s’est
porté vers ’application de la transformée en ondelettes (TO) au traitement et a l’analyse
d’images [32,33,36,63,64,117,118]. Dans ce contexte, Mallat et ses collaborateurs [90,91]
ont généralisé la représentation MMTO au cas a deux dimensions en s’inspirant des tech-
niques de détection de contours de Canny utilisées en vision par ordinateur [119]. Nous
allons utiliser cette représentation afin de définir le squelette 3D de la TO a partir duquel
nous calculerons les fonctions de partition permettant d’accéder aux spectres multifractals.
Les grandes lignes de cette approche, accompagnées de quelques applications préliminaires
a des données synthétiques et expérimentales, ont été présentées dans une précédente publi-
cation [120]. Ce chapitre a pour objectif de fournir une description détaillée de la méthode
MMTO a 2D. Pour illustrer lefficacité et la fiabilité de cette méthode, nous allons ’appli-
quer a des surfaces aléatoires autoaffines synthétiques possédant des propriétés d’invariance
d’échelle isotropes ou anisotropes (par rapport aux variables d’espace).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la section 2.2, nous commencons
par présenter les fondements de la transformation en ondelettes continue en dimension
2 [36,61-64]. Nous décrivons ensuite la représentation MMTO 2D introduite par Mallat et
al [90,91] comme ’équivalent multiéchelle des techniques de détection de contours propo-
sées par Canny [119]. Dans la section 2.3, nous comparons la TO continue & un microscope
mathématique congu pour caractériser la régularité locale des surfaces rugueuses. Nous
mettons ’accent, d’'un point de vue pratique, sur ’avancée technologique que constitue
la représentation MMTO, outil numérique tres efficace pour détecter les singularités d’une
surface fractale. Dans la section 2.4, nous présentons la méthode MMTO 2D comme une
généralisation naturelle des algorithmes de comptage de boites et des techniques de fonc-
tions de structure utilisés jusqu’a présent pour ’analyse multifractale d’interfaces isotropes
autosimilaires et de surfaces multiaffines. La section 2.5 est consacrée a ’application de la
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méthode MMTO 2D a des surfaces Browniennes et Browniennes fractionnaires [2,3, 6, 72]
qui présentent des propriétés d’invariance d’échelle isotropes par rapport aux variables
d’espace. C’est dans cette section que nous discutons, avec un soin tout particulier, les
problemes de convergence statistique et d’effets de taille finie. Dans la section 2.6, nous
montrons que la MMTO 2D est capable de révéler et de quantifier la présence d’une aniso-
tropie dans les fluctuations de rugosité d’une surface aléatoire. Sur un plan plus général,
nous concluons dans la section 2.7, en mettant en exergue le fait que la MMTO 2D peut
étre utilisée dans de nombreux domaines de 1’analyse et du traitement de I'image comme
par exemple la détection de contours, la reconnaissance de formes, le débruitage ou la
compression d’images.

2.2 Traitement et analyse d’'image par transformation en
ondelettes continue 2D

Dans cette section nous présentons rapidement la transformation en ondelettes continue a
deux dimensions [61-64]. En particulier nous exposons ’approche de Mallat et ses collabo-
rateurs [90,91] qui consiste a appliquer une version multiéchelle de la technique de détection

de contour proposée par Canny [119]. Nous renvoyons le lecteur désireux d’approfondir ce
sujet aux Réfs [36,64,121].

2.2.1 Transformation en ondelettes continue 2D

La premiere généralisation de la transformation en ondelettes aux fonctions a deux variables
réelles a été introduite par Murenzi [61,62]. Celui-ci propose simplement de remplacer le
groupe des transformations affines ax+b par le groupe Euclidien 2D associé aux dilatations,
c’est-a-dire le groupe G des similitudes de R% Ce groupe est non unimodulaire et localement
compact. Sa représentation unitaire la plus naturelle dans I'espace L*(R?, d*x) des fonctions
de carré sommable (énergie finie), est notée Q(b, 0, a) :

Up,6,q(x) = Q(b, 0, a)p(x),

=a "P(a"rog(x — b)), 21)

ou b, 0 et a sont respectivement le vecteur de translation, ’angle de rotation et le parametre
de dilatation, et ou l'opérateur de rotation ry agit sur x = (z,y) suivant I’équation :
re(x) = (xcosf —ysinf,zsinf + ycosd), 0<6<2m. (2.2)

Murenzi [61,62] a montré que cette représentation est irréductible et de carré sommable.
Désormais une image sera associée a une fonction f de L?(R? d*x). La transformée en
ondelettes continue Ty(b,0,a) d’une image avec l'ondelette analysatrice 1, est définie, a
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une normalisation pres, comme le produit scalaire de f avec l'ondelette 1y, 4, :

Ty(b,0,a) = C;"* < dgalf >,
_ O;l/?g—l/dQX 77Z}>¢<<a—1,’,,_6’()(_ b))f(X),

ou Cy est une constante de normalisation positive, et ou 1’astérisque représente le complexe
conjugué. Dans I'espace de Fourier, ’équation (2.3) devient

Ty(b,0,a) = C; ' / Pk €*P)* (ar_gk) f(Kk), (2.4)
ou la transformée de Fourier de la fonction f est définie par
fo = [[aix e, (2.5)

ou kx = k,z + kyy représente le produit scalaire Euclidien. Pour que la transformation en
ondelettes soit inversible, I’'ondelette v doit vérifier la condition d’admissibilité

Cy = /ko k| ~2[4 (k)|” < oo, (2.6)

(2.3)

ou |k| = vkk. Si ¢ est suffisamment réguliere, cette condition d’admissibilité revient a
imposer a ’ondelette d’avoir une moyenne nulle :

$(0) =0 & /d2x P(x) = 0. (2.7)
La formule de reconstruction s’écrit :
flx)=C;'* /// a3 d*bdbda Ty(b, 0, a)tp gq(x). (2.8)

A partir des équations (2.6) et (2.8), on peut se convaincre facilement que la transformation
en ondelettes 2D conserve I’énergie :

/d2x (x| = /// a=2d*bdfda |Ty(b,0,a)|". (2.9)

En réalité, I'information que fournit la transformée en ondelettes est tres redondante.

Remarque

Cela est du a l'existence du noyau reproduisant qui correspond a la transformée de
I’ondelette ¥ par elle méme :

[{(b/70/7a’|b707a) = 01;1 < urgra|Vbga > (2.10)

Ce noyau permet de définir un coefficient en ondelettes donné comme une somme pon-
dérée et continue des autres coefficients :

Ty(b, 0, a) = /// a2d*b df da K(b',60',d'|b,8,a)Ty(b,0,a). (2.11)

Autrement dit, le noyau reproduisant permet de quantifier les corrélations qui existent
entre les coefficients de la transformée en ondelettes continue.
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2.2.2 Quelques exemples d’ondelettes analysatrices

En 2D, le choix de I'ondelette analysatrice 1 est encore plus stratégique qu’en 1D [22-37].
Suivant 1’étude que 1'on désire mener, il est évident que telle ondelette sera plus adaptée
que telle autre. Dans certaines situations tres particulieres, il peut méme étre nécessaire de
définir spécialement une ondelette dont les caractéristiques spécifiques permettront d’op-
timiser I'analyse [64,90,91, 117,118,122, 123]. Cette sous section présente les ondelettes
analysatrices 2D les plus couramment utilisées.

Le chapeau mexicain 2D [61-64]. Dans sa forme la plus générale, le chapeau mexicain s’écrit
dans l'espace direct

Ya(x) = [2 — (xAx)]e7>4x/2, (2.12)
ou dans 'espace de Fourier

ba(k) = V2r|det B|/*(k Bk)e kPk/2, (2.13)

ou A est une matrice 2 x 2 positive et B = A~!. Le chapeau mexicain est une onde-
lette réelle qui est invariante par rotation lorsque A = AI. Pour obtenir une ondelette
anisotrope, on utilise la matrice diagonale A = diag(1/e, 1), avec ¢ > 1. La sélectivité
de cette ondelette est excellente suivant les variables d’espace, mais est de tres mauvaise
qualité suivant les variables d’échelle et de direction (et ce méme lorsque la valeur de e est
grande) [64]. Son domaine de prédilection est donc I’analyse ponctuelle, comme la recherche
de singularités [63], la détection de contour [63,124], 'analyse fractale [63], ou le contraste

visuel [64,125].

L'ondelette optique [117,118]. Les techniques de diffraction optique permettent tres faci-
lement de mettre en ceuvre un filtre passe-bande expérimental. La forme la plus simple
d’un filtrage dans l'espace de Fourier est une approximation binaire de la TF du chapeau
mexicain isotrope :

N

Ppk)=1, s% ky < k| < ks, (2.14)
=0, sinon.

La transformation en ondelettes optique est un outil expérimental qui combine 'optique

et la robotique. Elle est obtenue en utilisant successivement des versions dilatées de ce

filtre annulaire. Nous renvoyons le lecteur a la Réf. [118], ou la transformation en onde-

lettes optique s’est avérée étre un tres bon outil expérimental pour mettre en évidence et

caractériser des géométries multifractales.
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L'ondelette de Morlet 2D [61, 62,64, 125]. Cette ondelette est le type méme de 'ondelette
orientée, qui possede une direction privilégiée :

I/J(X) _ eikoxe—xAx/Q _ e—koBkO/Qe—XAx/Q‘ (215)

Sa transformée de Fourier s’écrit :
( ) \/ﬂ|detB|1/2 [ (k—ko)B(k—ko)/2 _ e—koBk0/2e—kBk/2] 7 (216)

ou A est une matrice 2 X 2 positive et B = A~ 1. L’ondelette de Morlet est complexe. Les
termes correctifs dans ¥ et 1/) garantissent que 1/)( ) = 0, afin que la condition d’admis-
sibilité (2.7) soit satisfaite. En pratique on choisit ko de telle sorte que ces termes soient
négligeables. Si on laisse ces termes correctifs de c6té, le module de ¥ est Gaussien et sa
phase est constante dans la direction perpendiculaire a kg. L’ondelette de Morlet est connue
pour sa tres bonne sélectivité angulaire tout en gardant une sélectivité raisonnable suivant
les variables d’espace et d’échelle [64,121,125]. Elle est principalement utilisée pour ana-
lyser des images qui possedent des caractéristiques directionnelles (détection de contours,
textures orientées).

Autres ondelettes 2D. Il existe encore de nombreuses variantes d’ondelettes 2D dans la
littérature, chacune ayant son domaine d’application privilégié [64,121]. Mentionnons les
ondelettes cylindriques Halo et Arc, qui permettent de détecter n’importe quel vecteur
d’ondes kg indépendamment de sa direction [126]. Une ondelette directionnelle peut en-
suite étre utilisée afin de repérer d’éventuelles directions privilégiées. Signalons aussi les
ondelettes multidirectionnelles obtenues par superposition de n versions bien choisies de
1. Elles sont particulierement adaptées pour détecter (localement ou globalement) la pré-
sence d’une symétrie d’ordre n dans I'image analysée [64,121]. A ce sujet nous renvoyons le
lecteur au travail de Arrault et de ses collaborateurs [122,123], ou ces ondelettes multidirec-
tionnelles ont été utilisées pour 'analyse statistique des angles de branchement d’agrégats
fractals numériques et expérimentaux.

2.2.3 Ondelettes analysatrices pour la détection multiéchelle de
contours

La reconnaissance de formes s’intéresse principalement aux contours qui surlignent les
structures d’une image. Afin d’extraire cette information, les algorithmes de détection de
contours utilisés en vision par ordinateur [127,128] s’appliquent a chercher les points ou
le gradient de l'intensité de 1'image — qui est un vecteur — possede un module qui est
maximum dans sa direction. Comme 'ont remarqué Mallat et ses collaborateurs [90, 91],
la détection de contour introduite par Canny [119] peut étre vue comme une transformée
en ondelettes 2D avec une ondelette analysatrice spécifique. L’idée est de lisser I'image en
la convoluant avec un filtre puis d’extraire le gradient de cette image adoucie.
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Fig. 2.1 — Les ondelettes analysatrices ¢y et 1, définies par I’équation (2.17). Ondelettes
analysatrices d’ordre ny = 1 obtenues a partir de la Gaussienne (Eq. (2.18)) : (a) %1 ;
(b) 2. Ondelettes analysatrices d’ordre ny = 1 obtenues a partir du chapeau mexicain

(Bq. (2.19)) : (c) %1 ; (d) .

Soit la fonction lissante 2D ¢(z,y). Nous définissons les deux ondelette ¢y et 1y comme
étant les dérivées partielles suivant x et suivant y de ¢ :

dP(x, dp(x,
¢1($7y) = % et ¢2(x,y) = % (217)

Nous considérerons que ¢ est une fonction localisée autour de + = y = 0 et qu’elle ne
dépend que de |x| (¢ est isotrope). Les deux principales fonctions lissantes utilisées dans
ce travail sont la Gaussienne :

Pla,y) = e VI = P2 (2.18)
et le chapeau mexicain (Eq (2.12)) :
P(x) = (2 — x2)e 72, (2.19)

Dans la figure 2.1 nous avons représenté les ondelettes analysatrices ¥y et 15 pour chacune
de ces fonctions lissantes. Le nombre n, de leurs moments nuls dépend de la fonction
lissante ¢ utilisée : un seul moment nul lorsque ¢ est la Gaussienne (Eq (2.18)), trois
lorsque ¢ est le chapeau mexicain (Eq (2.19)). On définit le vecteur ondelette analysatrice
par ¢($7 y) = (1/)1(377 y): 'QZ)?('T: y))

Soit une fonction f(z,y) de L*(R), la transformée en ondelettes de f avec I'ondelette
analysatrice ¢ est définie par le vecteur :

Ty, [f]
Ty, [f]

a™? [ dx by (a7 (x - b))f(x>) _ (2.20)

Ty[fl(b,a) = ( a™? [ d®x 3 (a7 (x — b)) f(x)
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Une intégration par partie donne 1’équation :

(el X (e - b)) S0 N
Ty[f](b, a) = (%U Px (a(x — b))f(x)]> : (2.21)
que 'on peut réexprimer sous la forme :
Ty[f](b,a) =a=*V {/ d*x qb(a_l(x — b))f(x)} ,
(2.22)

=V{T,[f](b,a)},
:V{be,a * f}

Cette formule nous permet de présenter la transformée en ondelettes 2D sous un autre
angle. Le champ de vecteurs Ty [f](b, a) est le gradient du champ Ty[f](b, @) obtenu par
lissage de f avec la fonction lissante ¢ dilatée d’un facteur a. De plus, si ¢ possede au
moins un moment nul, ce lissage (T,[f](b, a)) correspond a la définition de la transformée
en ondelettes 2D de f par I'ondelette ¢ comme 1’a proposé Murenzi' (Eq (2.3)) [61,62].

Remarque

Dans équation (2.1) la normalisation en a™' est nécessaire afin que le groupe G soit
unitaire. Dans le cadre de ’analyse des singularités d’une image, il est préférable de
conserver la norme L' plutét que la norme L? (voir Réfs [120,129]). Ce choix se carac-
térise par la normalisation en a™* dans les équations (2.20), (2.21) et (2.22) ainsi que
dans l'expression de T} :

T,[f](b,a) = a~? / x $(a~'(x — b)) f(x). (2.23)

Le lecteur perspicace aura remarqué ’absence de la constante Cy, (Eq (2.6)) dans les
formules précédentes. En effet, comme la propriété de réversibilité n’est pas nécessaire
pour notre analyse, nous avons choisi de simplifier les notations en fixant Cy a 1.

Dans la suite, nous allons étudier les propriétés du champ de gradient Ty[f] qui définit
la transformée en ondelettes 2D d’apres 1’équation (2.22). Le vecteur Ty[f](b,a) nous
renseigne sur les variations de l'image au point b et a I’échelle a. Sa direction est la
direction de plus grande variation, et son module en caractérise 'amplitude. Ce sont ces
deux grandeurs que nous allons manipuler tout au long de ce travail. Nous utiliserons
principalement la représentation polaire (module, argument) définie comme suit :

T’l’[f](baa) = <M¢[f](b,a),ﬂ¢[f](b,a)) ) (2'24)

TNotons que le parametre 6 de I’équation (2.3) n’apparait pas dans 'expression de T}s[f](b, a). Si ¢ est
une ondelette analysatrice isotrope on a 1’égalité pour toute valeur de 6. Si ¢ est anisotrope, Ty[f](b, a)
peut étre reliée & I’équation (2.3) uniquement pour 6 = 0.
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avec

My[f](b, a) =|Ty[f](b, )| ,

) L (2.25)
= (T4, [£1(b,a))* + (Ty, [f](b, a))

et
Ay[fl(b,a) = Arg(Ty, [fl(b, a) +iTy,[f](b,a)) . (2.26)

2.3 Caractérisation de la régularité locale d’une surface
rugueuse par les maxima du module de la transformée
en ondelettes

Nous appelons surface rugueuse, toute surface irréguliere qui ne possede aucune zone de
repliement, c’est-a-dire que I'on peut entierement définir la surface par une fonction f, telle
que z = f(x,y), ou z représente la hauteur de la surface au point x = (z,y). En particulier,
nous nous intéresserons aux surfaces rugueuses représentant des fonctions fractales autoaf-
fines de R? [2,3,6,7,9,72-74]. Une surface autoaffine est une surface qui est invariante
lorsqu’on lui applique les transformations affines :

dz — Nydx , dy — N\ydy , dz — X, dz, (2.27)

ou dz et dy sont les distances horizontales, et ou dz est la distance verticale. Cela in-
dique que, lorsqu’on applique une dilatation isotrope suivant x et y, il existe une dilatation
suivant la hauteur z qui permet de retrouver 'objet initial. Pour le cas des surfaces déter-
ministes 'objet dilaté est exactement le méme que l'original, alors que pour les surfaces
aléatoires ils sont semblables statistiquement. Afin de pouvoir composer des transforma-
tions affines (Eq (2.27)), nous avons besoin d’une structure de groupe [79,130-133]. L’une
des conséquences est que, par exemple, A, et A, doivent étre des fonctions homogenes de

Ap
Ay =220, =), (2.28)

L’isotropie dans le plan (x,y) est obtenue lorsque o = 1. Dans ce cas 'exposant H, appelé
exposant de rugosité, ou exposant de Hurst [2,3,6,7,9,72-74], suffit a lui seul a caractériser
la rugosité globale de la surface. Dans les autres cas, o est un exposant qui caractérise
les propriétés d’invariance par dilatation anisotrope de la surface rugueuse dans le plan

(z,y) [79,130].

2.3.1 Régularité globale et locale des fonctions fractales

Une fonction fractale autoaffine représentant une surface rugueuse, vérifie la propriété
suivante : quel que soit le point xg = (xq,y0) de R? quel que soit le point x = (z,y)
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dans un voisinage de X, il existe un exposant H € R tel que, pour tout A > 0, on ait la

relation [2,3,6,7,9,72-74] :

f(IO + )\~177y0 + )‘ay) - f($07y0) = )‘H[f(ro + z,Y + y) - f(l’o,’yo)], (229)

Le symbole » signifie que l'on a égalité dans le cas ou la fonction f est déterministe et
seulement égalité en loi lorsque f représente la réalisation d’un processus aléatoire. Si
a = 1, la fonction possede des propriétés d’invariance d’échelle isotropes par rapport aux
variables d’espace x et y; ces propriétés sont anisotropes pour toute autre valeur de «a.
Remarquons que si H et a prennent la valeur 1 alors la surface rugueuse est autosimilaire,
c’est-a-dire qu’elle est invariante par des dilatations isotropes [2,3,79,131-133]. Si H < 1,
la fonction f n’est pas dérivable, et plus H est petit plus f est singuliere.

De nombreuses méthodes permettant d’estimer ’exposant de Hurst d’une surface au-
toaffine, ont été utilisées dans la littérature [2,3,5-20]. Dans la plupart des cas, il est
implicitement supposé que la surface étudiée présente des propriétés d’invariance d’échelle
isotropes, car les méthodes employées sont identiques a celles élaborées pour "analyse des
signaux 1D, a savoir les méthodes de la variance et du spectre de puissance, les fonctions
de corrélations, la méthode DFA (de I'anglais detrended fluctuations analysis) et les dis-
tributions de probabilité de premier et de multiretour [76-79,82-85]. .’adaptation de ces
méthodes pour 1’étude des surfaces rugueuses se réduit a analyser des profils 1D obtenus
par des coupes de la surface considérée. Cette stratégie ne pose aucun probleme, tant que
I’estimation de l’exposant de Hurst H est indépendante de la coupe. Lorsque cette esti-
mation varie suivant ’orientation du plan de coupe, on peut se questionner sur la validité
de I’hypothese d’invariance d’échelle isotrope et il n’est plus raisonnable d’utiliser ces mé-
thodes 1D : il devient alors impératif d’utiliser des méthodes spécifiques a 'analyse des
surfaces rugueuses. Malheureusement, a notre connaissance, la plupart des généralisations
de ces méthodes aux fonctions de R? dans R ne sont opérationnelles que dans le cadre o
I’hypothese d’invariance d’échelle isotrope s’applique. Celles que nous présentons ici font
partie des méthodes les plus utilisées [6-14].

— La méthode de la variance [6—14]. La variance des fluctuations de hauteur est une mesure

quantitative de I’épaisseur d’une surface rugueuse :

W2(l) =< f3(x) > — < f(x) >2, (2.30)

ou < ... >; désigne la moyenne d’ensemble et d’espace sur un domaine de taille ca-
ractéristique [. En pratique, on moyenne les résultats obtenus lorsque 1’on déplace la
fenétre d’observation de taille [ le long de la surface. Lorsque [ est petit, I’épaisseur
W (l) se comporte comme

W(l) ~ 17, (2.31)

ou H est I'exposant de Hurst.
— Les fonctions de corrélation [6—14]. A prioriles fonctions de corrélation suivent la méme
loi d’échelle que ’épaisseur :
1/2

C) = |< (Fx+1) = f(x) > 7 ~ 17, (2.32)
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ou < ... > représente la moyenne spatiale (sur x), la moyenne sur la direction du
vecteur incrément 1, ainsi que la moyenne d’ensemble.

~ La méthode spectrale [6-14]. Cette méthode s’inspire des méthodes expérimentales
d’estimation de I’exposant de Hurst H, basées sur les techniques de diffraction (rayons
X, électrons, lumiere). On peut obtenir H a partir du comportement en loi de puissance
du spectre de puissance en fonction du vecteur d’onde k = (k, 0) :

S(k) = : /da f(k,0)]" ~ k™7, avec = 2H + 2. (2.33)

T

¢

L’utilisation de ces méthodes pour estimer ’exposant de Hurst peut conduire a des
résultats différents [79]. Au dela des problemes d’isotropie (qui doit étre vérifiée avant toute
estimation), ces méthodes présentent des biais dans 'estimation de H pouvant résulter de
la présence de comportements réguliers qui perturbent sensiblement 1’évolution dans les
échelles des quantités estimées (variance, fonctions de corrélation, spectre de puissance). De
plus ces méthodes souffrent d’une insuffisance d’ordre plus fondamental : elle ne permettent
pas de caractériser des fonctions fractales dont la régularité fluctue d’un point a un autre,
et sont donc limitées a 1’étude des fonctions fractales homogenes autoaffines.

Les fonctions fractales présentent généralement des fluctuations locales de leur rugosité
(ou de leur régularité) [46-50,86,88,89]. Afin de pouvoir caractériser pleinement ces pro-
priétés multiaffines, il est nécessaire d’introduire une version locale h(xg) de I'exposant de
Hurst, permettant ainsi d’accéder a la rugosité en un point xo donné. L’exposant de Holder,
qui représente la force de la singularité de f au point xg, fournit une définition rigoureuse
de h(xq). Cet exposant est la plus grande valeur h(xg) telle qu’il existe un polynéme ho-
mogene de degré n < h(xg) et une constante C' > 0 pour lesquels, quel que soit x dans un
voisinage de Xg, on ait [90,91,122] :

| f(x) = Pa(x = %o)| < Clx — x|, (2.34)

On peut facilement montrer que si h(xq) €]n,n + 1 alors f est dérivable n fois au point
Xo, mais pas n + 1 fois. Ainsi h(xg) quantifie 'irrégularité de la fonction f au point xq :
plus sa valeur est petite, plus la fonction f est singuliere au point xg.

Dans le cas des fonctions fractales qui ne possedent que des singularités algébriques
(cusps, en anglais), 'exposant de Holder h(xg) caractérise completement le comportement
de f autour de xq. Pour les fonctions qui présentent des singularités oscillantes (chirps,
en anglais), il est nécessaire d’introduire un deuxieme exposant 3(Xg), qui caractérise la
divergence de la fréquence locale autour de xy. Dans ce travail, nous nous intéressons
uniquement aux singularités algébriques des fonctions de deux variables réelles. Nous ren-
voyons le lecteur a la Réf. [134] ou sont présentés des résultats mathématiques rigoureux sur
les singularités oscillantes. L’étude des singularités algébriques a 2D est un peu plus déli-
cate qu’a 1D, car 'invariance dans les échelles peut étre relative a des dilatations isotropes,
comme anisotropes [2,3,79,131-133,135].

— Dilatations isotropes. Etre invariant d’échelle par une dilatation isotrope implique que

la fonction f a le comportement local suivant autour du point xq :

J (0 + M) = f(x0) = X0 (f(x0 + u) = f(x0)). (2.35)
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ou u est un vecteur unitaire et A > 0. Si 'exposant h(Xg) ne dépend pas de la direction
de u, alors f présente des propriétés d’invariance d’échelle locale isotropes autour
de x¢ et la singularité correspondante possede un exposant de Holder égal a h(xo).
Dans le cas contraire, ’exposant de Holder est la plus petite valeur de A obtenue
apres examen de toutes les directions du vecteur u. f possede alors des propriétés
d’invariance d’échelle anisotropes autour de xq avec une, plusieurs, voire un continuum
de directions privilégiées selon lesquelles la variation de la fonction définit ’exposant
de Holder au point xg.

Dilatations anisotropes. Etre invariant d’échelle suivant une dilatation anisotrope im-
plique que la fonction f a le comportement local suivant autour du point xq [130-133,

135] :
f(x0+ Aa(N)rgu) — f(xo) 2 MO0 (f(x0 4+ u) — f(x0)), (2.36)

ou u est un vecteur unitaire et A > 0. rg est une matrice de rotation, et A,(A) est une
matrice 2 X 2 diagonale qui représente la transformation autoaffine anisotrope dans le
référentiel centré en xq, et d’orientation donnée par I’angle 6 :

Au()) = (3 ;) . (2.37)

La fonction f présente des propriétés d’invariance d’échelle locale anisotrope autour
de xg, et la singularité correspondante possede un exposant de Holder qui est donné
par le comportement de f dans la direction 8 (si o < 1) ou 8 + 7/2 (si a > 1).

Remarque

Notons que le gain d’un degré de liberté dans le passage de 1D a 2D permet d’envisager
des effets rotationnels différentiels dans 1'opération de dilatation. Ce sujet a été traité
par Lovejoy et Schertzer [132] dans le cadre de I'invariance d’échelle généralisée (GsI, de
Ianglais Generalized Scale Invariance). Précisons, de plus, qu’une singularité algébrique
(cusp) en forme de spirale 2D en un point xo correspond a une invariance d’échelle
discrete suivant n’importe quelle coupe de la surface rugueuse considérée passant par
Xg.

2.3.2 Analyse en ondelettes 2D de la régularité locale d’'une image

Nous allons illustrer, sur un exemple simple, la capacité de la transformation en ondelettes
2D, présentée dans la section 2.2.3, a caractériser la régularité locale d’une image [120,122].

Soit f une fonction de R? dans R possédant une singularité isotrope isolée positionnée au
point xg et d’exposant de Holder h(xq) €]n,n + 1] :

[»]

flay) = >, - [(x N o A R L0 (0, y0) +C [(2—0)*+(y —yo)?] "™,

Oz Jdy

|
0<p<n I
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ou

a a [p]
(z — xo)a—i + (y — yo)a—ﬂ (%o, y0) = Z Ay o (2=20)" (Y—y0)™

a1taz=p

o f

W(fﬂanO)'

(2.39)

Comme l'indique "équation (2.38), la dérivée d’ordre n de f est singuliere. D’apres sa
définition (Eq. (2.20)), la transformée en ondelettes 2D s’écrit :

_ | &x (%) f(x0 + ax) .
Tolflox0,a) = ( [ dx (%) f(x0 + ax)) ' (240)

Ainsi en remplagant f par son expression (2.38), on obtient pour la premiere composante
de la transformée en ondelettes :

91!
T¢1 [f Xo, a Z /dQX 1/)1 |:ar_f + ay af:| ('1707 yO)

O<p<n

ah(XO)C/dQX i (x)[2? + Y2020 (2.41)
En développant I'un des termes de la somme discrete, on obtient :

/dQX ‘¢1(X) |:a$% + aya_y:| anyO Z Aal az al a2[¢1]aa1$aa2 ( 07y0)7

aytaz=p

(2.42)

avec

Mo alin] = [ [ dody 2y in(a,). (2.43)

Si l’'on utilise des ondelettes analysatrices qui, comme celles représentées dans la figure 2.1,
sont séparables, alors la propriété de factorisation ¢ (x,y) = p(x)d(y) permet de réécrire
I’équation (2.43) sous la forme :

My, o0 [t1] = /dx x"”g(x)/dy Y29 (y). (2.44)
On dit que l'ondelette analysatrice est d’ordre ny, si la condition suivante est vérifiée :
Mg, ao[1] =0, You, az € [0,n4 — 1]. (2.45)

Dans ces conditions il existe deux cas de figures :
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(i) ny < h(xo). Le nombre de moments nuls de ¢ n’est pas suffisamment grand, et
la transformation en ondelettes ne parvient pas a éliminer les termes polynéomiaux
d’ordre supérieur ou égal a ny. Alors le comportement de Ty, [f] dans les échelles est
dominé par les composantes régulieres dans le membre de droite de ’équation (2.41),
qui masquent la contribution de la singularité d’exposant de Holder h(xo) :

Tl/Jl [f](X07 CL) ~a" , @ — 0+- (246)

Autrement dit 'ordre de l'ondelette analysatrice dicte le comportement dans les
échelles de la transformée en ondelettes.

(ii) ny > h(xg). Dans ce cas, le premier terme de I'équation (2.41) s’annule, et il est
désormais possible d’extraire I’exposant de Holder du comportement dans les échelles

de Ty, [f] :
Ty, [fl(x0,a) ~ a"x0) ,a— 0t (2.47)

Ces résultats étant aussi valables pour Ty, [f], on peut prédire le comportement du module
de la transformée en ondelettes dans les échelles (Eq. (2.25)) :

1/2

Mylf](x0,a) = | (Tus [£1%0, )" + (Tua [ Al(x0,0))"]

~ ax0) g — 0t

(2.48)

si ny > h(xXo). On peut ainsi extraire 'exposant h(Xg), en observant le comportement de
My |[f] en fonction de I’échelle a, dans une représentation logarithmique. Soulignons que si
f est infiniment dérivable en xq (h(xq) = +00), alors

My[fl(x0,a) ~ a™ , a — 0%, (2.49)

On peut donc espérer détecter les comportements réguliers de f, en observant 1’évolution du
comportement de My, f] en fonction de I’échelle lorsque I'on augmente ’ordre de I'ondelette
analysatrice.

Remarque

Des résultats similaires sont obtenus pour les singularités autoaffines anisotropes.
Lorsque § = 0 dans 1’équation (2.36), c’est-a-dire lorsque les opérations de dilatation
s’effectuent selon 'axe des abscisses et ’axe des ordonnées, Ty, [f] et Ty,[f] se com-
portent avec deux exposants différents, a savoir h et h/a respectivement. Dans ce cas,
My [ f] présente un comportement en loi de puissance dont 'exposant est min{h, h/a}.
Cet exposant est bien 'exposant de Holder h(xg) défini dans 1’équation (2.36). Ainsi,
le module My[f] est bien la quantité a observer pour extraire I’exposant de Holder en
un point donné. La détection d’un comportement autoaffine anisotrope (qui est contenu
dans l'exposant « # 1) passe par 1’étude séparée de Ty, [f] et de Ty, [f], ce qui revient
a observer I’évolution dans les échelles de I'argument Ay, [f] du vecteur gradient Ty f]
conjointement a celui de son module My|f].
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2.3.3 Détection des singularités par les maxima du module de la trans-
formée en ondelettes

Suivant les arguments présentés dans la section 2.3.2, 'estimation de I'exposant de Holder
d’une fonction f de R? dans R peut s’effectuer en regardant le comportement de la trans-
formée en ondelettes continue a I'intérieur d’un cone |x —xo| < C'a dans le demi-hyperplan
espace-échelles [120, 122]. Dans les Réfs [90,91], Mallat et ses collaborateurs ont démon-
tré qu’une facon efficace de caractériser les singularités d’une image consiste a étudier le
comportement des maxima du module de la transformée en ondelettes.

La définition de ces maxima est fortement inspirée de la technique de détection de
contours proposée par Canny [119]. Un mazimum du module de la transformée en on-
delettes (MMTO) a ’échelle a est un point b pour lequel le module My [f](b, a) (Eq (2.25))
du vecteur gradient Ty [f](b,a) est localement maximum dans la direction Ay[f](b,a)
(Eq. (2.26)) de ce gradient. Ces maxima sont les points d’inflexion de f % ¢,(x). Comme
nous allons l'illustrer dans les exemples qui suivent, a une échelle donnée, les maxima du
module de la transformée en ondelettes se positionnent sur des lignes (les lignes de contour
de Canny), que nous appelons chaines de mazima [120,122,129]. Lorsque 'on connecte ces
chaines a travers les échelles, on obtient une ou des surfaces. Cependant, pour I’étude qui
nous concerne, il n’est pas nécessaire de garder tous les points d’une chaine de maxima :
en effet, théoriquement seuls les points pour lesquels le module My[f](b, a) est localement
maximum le long d’une chaine de maxima sont nécessaires pour la caractérisation des sin-
gularités de f [90,91]. Ainsi, a une échelle donnée, nous obtenons un ensemble de points
isolés, les mazima des MMTO (MMMTO), qui se connectent dans les échelles pour former
ce que l'on appelle les lignes de mazima [120,122,129]. Nous définissons le squelette de
la transformée en ondelettes en sélectionnant les lignes de maxima qui convergent vers le
plan (z,y) dans la limite des petites échelles (a — 07). En chaque point du squelette de la
transformée en ondelettes, le vecteur gradient Ty [f](b, @) indique que la surface définie par
f présente, a 1’échelle a et au point b, une importante variation d’amplitude My[f](b, )
dans la direction Ay[f](b,a). Le squelette de la transformée en ondelettes, tel que I'on
vient de le définir, contient donc toute I'information nécessaire a 1’étude des fluctuations
de régularité de la surface étudiée.

Exemple 1. Singularité isotrope en interaction avec une structure localisée douce.
La surface illustrée dans la figure 2.2 est définie par la fonction f; :

fi(x) = Aem(xmx)*/20% 1 Blx — x,|°%, (2.50)

Cette fonction est €' partout, sauf au point xo = (=256, —256) ou f; possede une singu-
larité isotrope d’exposant de Holder h(xg) = 0.3. La figure 2.3 représente la transformée
en ondelettes (Eq (2.20)) de la fonction f; a Déchelle a = 2°ow, ot ow = 13 est la plus
petite échelle accessible a notre microscope mathématique. La fonction lissante ¢ utilisée
est la fonction Gaussienne isotrope, 'ordre de 'ondelette analysatrice est donc ny = 1
(elle possede un moment nul). Le choix de ow et donc du grossissement maximal est fixé
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Fig. 2.2 — Représentation 3D de la fonction fy(x) = Ae~(x=*1)*/20" L Blx — x(|°3. La
singularité isotrope S est positionnée en xg = (—256, —256). La structure Gaussienne
G, de largeur o = 128, est positionnée en x; = (256,256). Les valeurs des parametres

sont A=1et B=—1.

Fig. 2.3 — Transformée en ondelettes de la fonction f; représentée dans la figure 2.2
avec une ondelette analysatrice ¢ isotrope d’ordre ny = 1 (¢ est la fonction Gaussienne
isotrope). L’échelle d’analyse est a = 230w (ow = 13 pixels). (a) Ty, [f1]; (b) Ty,[f1]
codés du blanc (min Ty) au noir (maxTy). (c) My[fi] codé du blanc (My = 0) au noir
(maxMy). (d) |Ayp[fi]] codé du blanc (|Ayg| = 0) au noir (JAy| = 7).
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Fig. 2.4 — Chaines de maxima (trait plein) constituées des MMTO de la fonction f;. Les
maxima (respectivement minima) locaux du module M, le long de ces chaines, sont
représentés par les symboles (o) (respectivement (0)). Les fleches représentent le vecteur
gradient Ty[f1] associé aux MMMTO. Les échelles sont a = 2%50y (a), 247aw (b),
255ay (c), 253aw (d), 26%ow (e) et 2750w (). L’ondelette analysatrice est identique
a celle utilisée dans la figure 2.3.

par la contrainte que la forme de 'ondelette analysatrice demeure suffisamment résolue
relativement a 1’échantillonnage de I'image considérée. Nous renvoyons le lecteur a la sec-
tion 1.1.3 qui traite de ces problemes de résolution. Les coordonnées cartésiennes Ty, [fi]
et Ty,[f1] du vecteur gradient T[f1], sont représentées dans les figures 2.3a et 2.3b res-
pectivement. Les coordonnées polaires My [ f1] et Ay[fi1] correspondantes sont représentées
dans les figures 2.3c et 2.3d. On constate sur la figure 2.3c¢ que le module présente une
symétrie radiale autour de la singularité isotrope S située en xq. Cette symétrie est confir-
mée dans la figure 2.3d, ou I'argument parcourt toute la gamme des angles possibles de 0
a 2m autour de xq. La figure 2.4 représente les chaines de maxima constituées des MMTO
calculés pour différentes échelles comprises entre 2*5oy, (Fig. 2.4a) et 27%ay, (Fig. 2.4f).
Ala plus petite échelle (Fig. 2.4a), on constate qu’il y a principalement deux chaines de
maxima. L’une est fermée et se situe autour de la singularité S, alors que 1'autre est ou-
verte et se place pres de la Gaussienne G. Chacune de ces chaines comporte un MMMTO
(o), pour lequel le vecteur gradient Ty[f1] est représenté par une fleche qui pointe sur S
ou sur G suivant la chaine concernée. Intéressons nous au MMMTO qui se situe pres de la
singularité. Sa position correspond au point de plus grande variation de f; autour de S a
I’échelle considérée ; la valeur du module My[fi] de Ty[f1] en ce point mesure 'amplitude
de cette variation tandis que 'orientation Ay[fi] de Ty[f1] en indique la direction. On
peut ainsi affirmer que la direction de plus grande variation de f; a partir de S a cette
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Fig. 2.5 — Représentation 3D de I’évolution topologique des chaines de maxima (MMTO)
de fi dans le demi-hyperplan espace-échelles. Les MMMTO (e) se placent sur des courbes
que ’on appelle lignes de maxima. Une ligne de maxima est obtenue par chainage d’un
MMMTO calculé & une échelle donnée avec le MMMTO le plus proche de 1’échelle supé-
rieure. Il existe deux lignes de maxima, Lx,(a) et Lx, (), qui pointent respectivement
sur la singularité S et sur la Gaussienne G a la limite des petites échelles.

échelle est donnée par Oy, = Ay[fi] + 7. Ce raisonnement peut bien évidemment étre ré-
pété pour le MMMTO de la Gaussienne. Observons maintenant 1’évolution de ces chaines
de maxima lorsque 1'on augmente 1’échelle a. On constate que la taille caractéristique de
la chaine autour de S augmente proportionnellement a 1’échelle, pour finalement s’ouvrir
et se connecter a la chaine de la Gaussienne lorsqu’on atteint une échelle qui est caracté-
ristique de la distance entre S et G (Fig. 2.4d). La nouvelle chaine englobe maintenant la
singularité et la Gaussienne dont les contributions commencent a entrer en compétition. La
figure 2.5 illustre ’évolution topologique des chaines de maxima dans le demi-hyperplan
espace-échelles. Cette représentation 3D révele la topologie des lignes de maxima qui sont
obtenues par chainage des MMMTO depuis les petites vers les grandes échelles. On constate
que I'une de ces lignes pointe vers la singularité S. La figure 2.6 illustre ’évolution du vec-
teur gradient Ty [f1] le long de ces lignes de maxima. Le comportement en loi de puissance
du module de la transformée en ondelettes le long de la ligne de maxima Ly, (a) est illustré
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Fig. 2.6 — Evolution de My [f1] et de Ay[fi] en fonction de I’échelle a, le long des lignes
de maxima Ly, (a) et Ly, (a) qui pointent respectivement sur la singularité S ((a) et (c))
et sur la Gaussienne G ((b) et (d)). Les symboles (o) et (o) ont les mémes significations

que dans la figure 2.4. L’ondelette analysatrice est identique a celle utilisée dans la
figure 2.3.

dans la figure 2.6a [90,91] :
My[fi] (Lxy(a)) ~ a"™) a — 07, (2.51)

ou h(xg) = 0.3 est 'exposant de Holder associé a la singularité S. La figure 2.6¢ révele que
le comportement de Ay[fi] le long de cette ligne de maxima tend vers la valeur :

Ay[fi](Lxo(@)) = 7 + bx,, (2.52)

dans la limite « — 0%, ou #y, correspond a la direction de plus grande variation de f; a
partir de S. Ainsi, ’étude de Ty [f1] le long de la ligne Ly, (a) nous a permis de caractériser
la singularité S de f; localisée en Xg, en mesurant sa force (exposant de Holder) via le
comportement du module My [f1], et en détectant la direction privilégiée, induite par ’axe
de symétrie S-G, via le comportement de 'argument Ay [fi]. Notons que la seconde ligne
de maxima Ly, (a) pointe vers la Gaussienne G, dont la nature réguliere est identifiée par
le comportement particulier de My [f1] (dans le sens ou il dépend de I'ordre de I'ondelette
analysatrice utilisée) illustré dans la figure 2.6b :

My[fi](Lx, (a)) ~a™, a — 0T, (2.53)

ol nyg = 1 est 'ordre de 'ondelette analysatrice. Remarquons que la ligne Ly, (@) disparait
aux grandes échelles , alors que Ly, (a) est toujours présente. Cela indique que la contri-
bution de la singularité S I’emporte sur celle de la Gaussienne G, confirmant ainsi que la
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(b)

Fig. 2.7 — Tmages représentant les fonctions (a) f (Eq. (2.54)) et (b) f3 (Bq. (2.55))
codées du blanc (min f) au noir (max f). (c) et (d) sont les profils obtenus selon la
coupe matérialisée par le trait interrompu en (a) et (b) respectivement. Les singularités
So et Sy sont situées en xg = (—64, —64) et x; = (64, 64) respectivement. Les valeurs
des parametres sont A = —80 et B = —1.

transformée en ondelettes 2D est parfaitement adaptée pour détecter et identifier les sin-
gularités isolées d’une fonction. Un retour sur la figure 2.4f montre qu’aux grandes échelles

il n’existe qu'une seule chaine de maxima fermée, circulaire et centrée en S, signe de la

domination de la singularité ; toutefois la présence de G induit une brisure de la symétrie

radiale autour de S.

Remarque

On constate sur la figure 2.5 que la ligne Ly, (a) associée a la singularité S présente
une sorte de « boucle » sur une gamme d’échelles donnée. Cela est aussi visible sur le
comportement de Ay[fi] dans la figure 2.6¢c. Cette gamme d’échelles correspond aux
échelles ou les contributions de S et de G rentrent en compétition. Ainsi, a une certaine
échelle a*, Ly, (a) se sépare en deux suivant un phénomene d’hystérésis (Fig. 2.4b),
pour se connecter a nouveau a une échelle plus grande (Fig. 2.4f). Cependant, il faut
signaler que ce phénomene dépend fortement du jeu de parametres choisi pour définir
f1, a savoir la force de la singularité, les préfacteurs A et B ainsi que la distance entre
S et G. Le moindre changement peut conduire a une topologie légerement différente.
Précisons que ce dédoublement (sous-critique) n’est pas pris en compte par I'algorithme
de construction des lignes de maxima. En effet ces lignes sont obtenues par chainage
des MMMTO d’une échelle a ceux de 1’échelle immédiatement supérieure. Ainsi, lorsque
I’on arrive a I’échelle de la bifurcation, une seule des deux branches est sélectionnée aux
échelles supérieures (la plus proche si la symétrie est brisée), 'autre branche n’étant pas
répertoriée dans la définition du squelette de la transformée en ondelettes.
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Fig. 2.8 — Chaines de maxima (trait plein) constituées des MMTO de la fonction f;
calculées avec une ondelette analysatrice 9 isotrope d’ordre ny =1 (¢ est la fonction
Gaussienne isotrope). Les maxima (respectivement minima) locaux du module My f;]
le long de ces chaines, sont représentés par les symboles (o) (respectivement (o)). Les
fleches représentent le vecteur gradient T [f2] aux MMMTO. Les échelles sont ¢ = 2w
(a), 23%aw (b), 247w (c) et 259w (d).

Exemple 2. Deux singularités isotropes en interaction
La surface illustrée dans la figure 2.7a est définie par la fonction f; :

f2(x) = Alx — x0|"® + Blx — x;|*%. (2.54)

Cette surface possede deux singularités isotropes. La singularité Sg, d’exposant de Holder
h(xo) = 0.3, est positionnée en xg, et la singularité S;, d’exposant de Holder h(x;) = 0.8, est
positionnée en x;. La figure 2.8 représente les chaines de maxima (MMTO) et les MMMTO
obtenus a différentes échelles. On constate une ressemblance certaine avec les résultats
obtenus pour fi, dans le sens ou, a petite échelle (Fig.2.8a), une courbe fermée entoure la
singularité la plus forte, a savoir Sg, alors que la chaine correspondant a la singularité la
plus faible, a savoir Sy, est ouverte. En augmentant le parametre d’échelle a, ces courbes se
connectent (Fig. 2.8¢), pour finalement ne former qu’une seule chaine de maxima fermée
et circulaire entourant les deux singularités (Fig. 2.8d). On remarque, de plus, que la
ligne de maxima Ly, (a) associée a la plus forte singularité Sy existe a toutes les échelles,
alors qu’au dessus d’une certaine échelle la ligne Ly, (a) associée a S; a disparue. Cela
signifie que le microscope transformée en ondelettes ne peut plus distinguer la présence
de deux singularités lorsque le grossissement est trop faible. Intéressons nous maintenant
au comportement du vecteur gradient Ty [f2] le long de ces deux lignes de maxima. Sur
la figure 2.9 nous avons représenté 1’évolution du module My[f;] et de 'argument A f2]
en fonction de Iéchelle a. On constate que pour les deux lignes de maxima Ly (a) et
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Fig. 2.9 - Evolution de My[f2] (a) et de Ay[f2] (b) en fonction de I'échelle a, le long des
lignes de maxima Lx,(a) () et Ly, (a) (m) qui pointent respectivement sur la plus forte
singularité Sg (h(xg) = 0.3) et sur la plus faible singularité S; (h(x1) = 0.8). L’ondelette
analysatrice est identique a celle utilisée dans la figure 2.8.

L, (a), Vorientation Ay[fa] de Ty[f2] demeure quasiment inchangée a travers les échelles
(Fig. 2.9b). Remarquons que cette direction n’est rien d’autre que 1’axe qui joint les deux
singularités Sy et S; et qui est un axe de symétrie de la fonction f;. Ainsi, Oxo = Ay[fo] —7 =
—3% (respectivement Oy = Ay[fo] — 7 = T) indique la direction de plus grande variation
de f5 a partir de Sy (respectivement a partir de Sp). A la limite des petites échelles, My, [ f2]
se comporte en loi de puissance le long de Ly, (a) (o) (respectivement le long de Ly, (a) (m))
avec un exposant h(xq) = 0.3 (respectivement h(x;) = 0.8) en parfait accord avec la valeur
théorique de l'exposant de Holder de la singularité Sg (respectivement S;). Notons que,
pour les échelles ot les contributions des deux singularités entrent en compétition, M| f2]
ne présente plus un comportement en loi de puissance bien défini. En fait le comportement

observé dépend énormément du rapport des préfacteurs A et B dans la définition de la

fonction f, (Eq (2.54)).

Exemple 3. Singularités isotropes superposées a une composante linéaire
La surface illustrée dans la figure 2.7b est une simple superposition de la surface précédente
(Fig. 2.7a) avec une rampe linéaire dans la direction . Elle est définie par la fonction f3 :

f3(x) = fa(x) + % (2.55)

Intéressons nous au comportement du vecteur gradient Ty [ f5] le long des lignes de maxima
obtenues a partir de la transformée en ondelettes de f3 calculée avec une ondelette ana-
lysatrice isotrope d’ordre ny = 1 (¢ est la fonction Gaussienne isotrope). La premiere
constatation est que désormais il n’existe plus qu’une seule ligne de maxima Ly, (a). Cette
ligne converge vers la singularité Sg, c’est-a-dire vers la singularité la plus forte, et le com-
portement de Ty[fs] le long de cette ligne est sensiblement affecté par la présence de la
composante linéaire. La figure 2.10 représente I’évolution du module My[fs] et de 'argu-
ment Ay[f3] en fonction de ’échelle. Lorsque a diminue, on constate que My[f3] converge
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Fig. 2.10 — Evolution de My[fs] et de Ay[fs] en fonction de Iéchelle a, le long des
lignes de maxima Lx,(a) (o) et Ly, (a) (m) qui pointent respectivement vers la plus
forte singularité Sg (h(xg) = 0.3) et vers la plus faible singularité S; (h(x;) = 0.8).
(a) et (c) L’ondelette analysatrice est 'ondelette isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans
les figures 2.1a et 2.1b (¢ est la fonction Gaussienne isotrope). (b) et (d) L’ondelette
analysatrice est 'ondelette d’ordre ny = 3 illustrée dans les figures 2.1c et 2.1d (¢ est
la chapeau mexicain isotrope).

tres lentement vers la loi de puissance d’exposant h(xg) = 0.3 attendue. En fait, & grande
échelle, My [ f5] transite vers un comportement en loi de puissance d’exposant imposé par
I'ordre de I'ondelette analysatrice ny = 1. Cette observation est la signature de la présence
d’une composante réguliere dans la fonction fs. L’évolution de I'argument Ay f3] confirme
I’existence de ces deux régimes. A grande échelle, la direction du gradient indique le sens
de la rampe (Ay[fs] = 0), alors qu’a la limite des petites échelles Ay[fs] tend lentement
vers un angle imposé par la disposition des singularités So et Sy ainsi que par la direction
de la rampe. Force est de constater que 'ondelette analysatrice choisie n’est pas adaptée
pour cette étude : étant incapable de s’affranchir de la composante linéaire, elle ne peut
ni détecter la singularité la plus faible S, ni caractériser convenablement la singularité la
plus forte Sg (du moins pour la gamme d’échelles explorée dans les figures 2.10a et 2.10c¢).

Il est donc impératif d’utiliser une ondelette analysatrice qui soit orthogonale au com-
portement linéaire présent dans f3. Pour cela, il suffit d’augmenter le nombre de moments
nuls de 9 en choisissant le chapeau mexicain (Eq (2.19)) comme fonction lissante ¢. Les
résultats du calcul des lignes de maxima de la transformée en ondelettes de f; avec une telle
ondelette d’ordre ny = 3, sont présentés dans les figures 2.11, 2.10b et 2.10d. On constate
que, méme si leur topologie a changé (présence d’une « boucle » dans L, (a)), on retrouve,
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Fig. 2.11 - Chaines de maxima (trait plein) constituées des MMTO de la fonction f3
calculés avec une ondelette analysatrice 9 d’ordre ny = 3 (¢ est le chapeau mexicain
isotrope). Les maxima (respectivement minima) locaux du module My[f3] le long de
ces chaines, sont représentés par les symboles () (respectivement (0)). Les fleches re-
présentent le vecteur gradient Ty[f3] aux MMMTO. Les échelles sont a = 2330y (a),
24'8(TLV (b), 25'OULV (C)7 25'3(TLV (d)7 25'4(7}@' (e), 25'7(7}@' (f), 27'OUW (g) et 29'5UW (h)

tout comme dans ’exemple 2, deux lignes de maxima qui pointent respectivement vers les
singularités Sg et S;. Le comportement de Ty, [f5] le long de ces lignes caractérise a nouveau
la régularité de f; aux points xg et x; : a la limite des petites échelles, M [ f5] suit une loi
de puissance d’exposant de Holder h(xq) = 0.3 le long de Ly, (a) et d’exposant h(x;) = 0.8
le long de Ly, (a). Précisons que nous avons obtenu exactement les mémes résultats que
ceux rapportés dans les figures 2.11, 2.10b et 2.10d lors du calcul des lignes de maxima de
la transformée en ondelettes de la fonction f; (c’est-a-dire sans composante linéaire) avec
la méme ondelette analysatrice d’ordre 3. Cela confirme que cette ondelette est complete-
ment aveugle a toute tendance linéaire qui pourrait polluer 1’étude des singularités d’une
surface.

Exemple 4. Singularité anisotrope

Nous illustrons dans cet exemple le concept d’invariance d’échelle locale anisotrope par
rapport a des dilatations isotropes. La surface représentée dans la figure 2.12a est définie
par la fonction fy :

fa(x) = falp,0) = =", (2.56)
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Fig. 2.12 — Analyse MMTO 2D de la fonction f4 définie par I’équation (2.56). (a) fi(x)
codée du blanc (min f;) au noir (max f4). Les chaines de maxima (trait plein) et les
MMMTO (®) sont représentés pour les valeurs suivantes du parametre d’échelle a = 2o
(b), 280w (c) et 2'ow (d). L’ondelette analysatrice est I'ondelette isotrope d’ordre
ny = 1 utilisée dans la figure 2.3.

avec
h(6) = 0.3sin(6 — 27/3) + 0.5. (2.57)

h(0) est la valeur de I’exposant de Holder en xo = 0, d’une coupe de fy passant par I'origine
et faisant un angle 6 avec ’axe des z. Pour le probleme 2D qui nous intéresse, I’exposant
de Holder de la singularité S localisée en xq est donc h(xg) = ming h(f). Cette valeur
h(x¢) = 0.2 est obtenue suivant la coupe d’angle 7/6 qui est la direction selon laquelle
f1 présente sa plus grande variation a partir de S. Les figures 2.12b, 2.12¢ et 2.12d repré-
sentent les chaines de maxima et les MMMTO obtenus pour plusieurs valeurs de 1’échelle a.
On constate que les MMMTO sont positionnés, par rapport a S, dans la direction donnée
par 0y, = 7/6, et forment une ligne de maxima unique. Le long de cette ligne, le module
My [ f4] se comporte en loi de puissance avec un exposant h(xo) = 0.2 (Fig. 2.13a), en bon
accord avec la prédiction théorique. L’argument Ay[fs] = —57/6 = 0y, — 7 (Fig. 2.13b)
est constant et définit la direction de variation maximum de f; autour de l'origine. Il est
important de remarquer qu’ici cette direction privilégiée est déterminée par I’existence d’un
exposant d’invariance d’échelle minimum alors que dans les exemples précédents les direc-
tions privilégiées observées résultaient de I'importance relative de préfacteurs caractérisant
la compétition de singularités (ou structures localisées) isotropes.

Exemple 5. Singularités autoaffines
Nous ne traiterons pas ici le cas de l'invariance d’échelle suivant des dilatations anisotropes
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Fig. 2.13 - Evolution de My[f4] (a) et de Ay[f4] (b) en fonction de I'échelle a le long de
la ligne de maxima Ly, (a) (®) qui pointe vers la singularité S localisée a l’origine. L’on-
delette analysatrice est 'ondelette isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.12.

autoaffines. Nous renvoyons le lecteur a la section 2.6 ou la méthode MMTO 2D sera utilisée
pour l’analyse de surfaces rugueuses aléatoires autoaffines.

Ces différents exemples illustrent parfaitement 'importance des lignes de maxima, obte-
nues par chainage des MMMTO a travers les échelles, pour la détection et la caractérisation
des singularités ponctuelles d’une fonction de R? dans R, dans la mesure ot le nombre ny,
de moments nuls de 'ondelette analysatrice est suffisamment important. Ainsi, si aucune
ligne ne converge vers un point xg donné, alors la fonction f est ny Lipschitzienne en xq;
autrement dit h(x) > ny dans un voisinage de Xg. Si une ligne de maxima pointe vers
Xo, alors on peut extraire I’exposant de Holder de la singularité située en xy en observant
le comportement en loi de puissance du module My [f] du vecteur gradient Ty[f] le long
de cette ligne. L’évolution de I'argument Ay[f] de Ty[f] fournit une information direc-
tionnelle sur les grandes variations de f autour de xo. Comme le montre 'exemple 1, il se
peut qu’une ligne de maxima pointe vers un point qui ne correspond pas a une singularité.
Dans ce cas le comportement en la loi de puissance du module My[f] est gouverné par
I'ordre ny de I'ondelette analysatrice. Ainsi, en augmentant le nombre de moments nuls de
I'ondelette, on peut espérer distinguer et donc séparer ces lignes de maxima de celles asso-
ciées aux singularités, par un simple seuillage sur la valeur de My [f] aux petites échelles.
Les lignes de maxima restantes constituent le squelette de la transformée en ondelettes 2D,
qui est a la base de la description multifractale des surfaces rugueuses présentée dans la
section 2.4.

2.4 La méthode des maxima du module de la transformée
en ondelettes 2D

Cette section est consacrée a la description de la méthode des maxima du module de la
transformée en ondelettes 2D, qui est destinée a I’étude des propriétés multifractales d’une
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surface rugueuse déterministe ou aléatoire. Au préalable, il est nécessaire de définir la
notion de spectre des singularités d’une fonction fractale de R? dans R.

Définition 1 Soit f une fonction de R? dans R et S, I’ensemble de tous les points xq pour
lesquels 'exposant de Hélder (Eq (2.34)) de f en xq est h. Le spectre des singularités
D(h) de f est la fonction qui associe a chaque valeur de h, la dimension de Hausdorff de
Pensemble S}, :

D(h) = du{x € R?, h(x) = h}. (2.58)

Nous avons vu dans la section précédente, que le squelette de la transformée en onde-
lettes 2D, constitué des lignes de maxima (MMMTO), est un outil tres performant pour
I’étude des singularités d’une surface. Non seulement ces lignes de maxima permettent de
localiser précisément ces singularités, mais elles permettent aussi de les identifier via ’esti-
mation de leur force donnée par I’exposant de Holder h. Une maniere naturelle d’obtenir le
spectre des singularités D(h) serait donc de mesurer — par un simple algorithme de comp-
tage de boites [44,63,65-71] — la dimension fractale de 1’ensemble des points {x,} C R?
vers lesquels convergent les lignes de maxima selon lesquelles My [f] se comporte en loi
de puissance avec un exposant h donné (Eq 2.51). Malheureusement, cette vision « lo-
cale » de la répartition des singularités n’est plus adaptée des lors que l'on s’intéresse aux
fonctions fractales, qu’elles soient aléatoires ou déterministes. En effet, la caractéristique
principale d’une fonction fractale est qu’elle possede une distribution hiérarchique de sin-
gularités [33-36,46-50]. Ainsi 'estimation locale de I’exposant de Holder h(xg) en un point
Xo donné, dépend désormais de ’accumulation des singularités autour de ce point. Cette
accumulation se manifeste par la présence d’oscillations voire de fluctuations dans le com-
portement de My[f] le long des lignes de maxima [38,46-50], rendant ainsi impossible
Iestimation précise de h(xq) [136,137]. En effet, a chaque échelle a, la valeur du module
reflete 'influence de l'accumulation des singularités autour du point x¢ qui sont a une
distance a. Malgré différentes tentatives pour contourner ce probleme en 1D [38,138], il de-
meure des limitations fondamentales dans I'estimation de ’exposant de Holder local d’une
surface multifractale (2D) ou d’un profil multiaffine (1D), qui ne sont pas spécifiques a la
transformée en ondelettes. Il est donc nécessaire d’adopter une approche statistique plus
globale pour pouvoir estimer correctement le spectre des singularités D(h). La méthodo-
logie que nous préconisons va consister a passer d’une lecture locale a une lecture globale
du squelette de la transformée en ondelettes en s’inspirant des fondements du formalisme

multifractal [39-48,50,92,93,95].

2.4.1 Méthodologie

Notre stratégie consiste a généraliser la méthodologie présentée dans les Réfs [46-50] —
originellement destinée a 1’analyse multifractale de signaux 1D — a 1’étude statistique des
fluctuations de rugosité de surfaces multifractales [120,122]. Le squelette de la transformée
en ondelettes défini dans la section 2.3.3 est la base de la méthode MMTO 2D. Constitué de
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I’ensemble des lignes de maxima qui pointent vers les singularités de f. ce squelette réalise
un partitionnement du demi-hyperplan espace-échelles contenant toute I'information sur
la structure hiérarchique des singularités de la surface étudiée. Appelons L(a) 'ensemble
des lignes de maxima du squelette de la transformée en ondelettes qui existent a 1’échelle
a. Par construction, toute ligne de cet ensemble possede des MMMTO a toutes les échelles
a’ plus petites que a; on a donc la relation L(a) C L(a’) pour @’ < a. En ce qui concerne
les fonctions fractales, I'organisation hiérarchique des singularités entraine que le nombre
de MMMTO diverge dans la limite @ — 0%. La méthode MMTO 2D consiste a définir des
fonctions de partition a partir des valeurs du module des MMMTO appartenant au squelette
de la transformée en ondelettes :

Z(Qaa): Z <M¢[f](xva))q7 (259)

LeL(a)

ou g € R. 5i on compare la méthode MMTO 2D aux techniques classiques de comptage de
boites [44, 63, 65-71], on peut concevoir les ondelettes comme des « boites oscillantes »
généralisées, dont la taille est donnée par a, et dont la position est indiquée par les
MMMTO appartenant au squelette de la transformée en ondelettes; c’est en ce sens que
celui ci fournit une partition de I’ensemble S C S;, a 1’échelle considérée. Notons qu’une
définition de Z(q,a) similaire a celle du cas 1D pourrait étre utilisée en prenant le mo-
dule sup(x 4yep,aca My (X, a’) au lieu du module My(x, a) dans I'équation (2.59). En effet,
comme cela est précisé dans les Réfs [46-50], le « sup » définit une partition dans les échelles
qui permet d’éviter les divergences dans ’évaluation de Z(q, a) pour les valeurs négatives
de g. Ces divergences interviennent lorsqu’une valeur de My, est proche de 0. Cependant,
ce cas de figure, qui n’est pas anecdotique a 1D (méme lorsque ’on s’intéresse uniquement
aux MMTO 1D), est extrémement rare a 2D de par la définition de My, (Eq (2.25)) qui est
la racine carrée de la somme de deux carrés. Cette situation malencontreuse est désormais
tres rare pour les MMTO 2D et de probabilité quasiment nulle pour les MMMTO. Cepen-
dant, une autre justification de 'utilisation de ce « sup », est qu’il permet une sélection
adaptative dans les échelles qui n’est pas sans rappeler la définition de la dimension de
Hausdorft. Cette approche possede un intérét dans certaines situations ou il est nécessaire
d’accéder a une sorte d’enveloppe supérieure du comportement dans les échelles de Z(q, a),
comme, par exemple, pour éliminer (ou du moins régulariser) les oscillations observées
dans le comportement en loi de puissance des fonctions de partition associées a des cantors
déterministes (invariance d’échelle discrete) [46,48].

L’analogie entre le formalisme multifractal et la thermodynamique [39-41, 45,46, 48, 93]
permet d’anticiper pour la fonction de partition un comportement en loi de puissance en
fonction de ’échelle a :

2(q,a) ~a™ D, a— 0%, (2.60)

ou 7(q) et ¢ jouent respectivement les roles de ’énergie libre et de I'inverse de la tem-
pérature. Le principal résultat du formalisme multifractal est que 'exposant de Holder A
(Eq. (2.34)) et le spectre des singularité D(h) (Eq. (2.58)) sont les variables conjuguées de



2.4 La méthode des maxima du module de la transformée en ondelettes 2D 71

q et de 7(q), c’est-a-dire I’équivalent de ’énergie et de I'entropie. Cela veut dire que 'on
peut obtenir le spectre des singularités D(h) de f par simple transformation de Legendre
des exposants 7(¢) :

D(h) = mqin(qh — T(q)). (2.61)
On dit qu’une fonction fractale est homogéne (ou monofractale), si la totalité de ses sin-
gularités correspondent a une valeur unique de h, c’est-a-dire si le spectre des singularités
D(h) se réduit a un seul point. Ainsi, par transformation de Legendre inverse de D(h)
(qui est aussi une transformation de Legendre), on en déduit que 'exposant 7(¢) se com-
porte linéairement en fonction de g (h = d7/0q d’apres les propriétés de la transformation
de Legendre). A I'inverse, un comportement non-linéaire de 7(q) est caractéristique d’une
fonction multifractale, c’est-a-dire que la valeur de I’exposant de Holder h(x) dépend de la
position x sur la surface dans la mesure ou les différentes singularités ne sont pas toutes
de méme force.

Remarque

Pour certaines valeurs spécifiques de ¢ les exposants 7(¢) ont une signification particu-

liere [48,122].

— ¢ = 0. On déduit des équations (2.59) et (2.60), que 7(0) caractérise la divergence du
nombre de MMMTO a la limite « — 0%. Ce nombre quantifie le nombre d’ondelettes
de taille a nécessaires pour recouvrir I’ensemble S des singularités de f. Par analogie
avec les techniques de comptage de boites [44,63,65-71], on peut associer la valeur
—7(0) a la dimension fractale (capacité) de I’ensemble S :

—7(0) = dr{x, h(x) < +o0}. (2.62)

— ¢ = 1. La valeur 7(1) peut étre reliée a la dimension fractale de la surface § définie
par la fonction f [48] :

dp(8) = max(2,1 — 7(1)). (2.63)

— ¢ = 2. 1l est facile de démontrer que I'exposant 7(2) est relié a I'exposant 3 de la
densité spectrale (Eq. (2.33)) :

7(2) = 8 — 4. (2.64)

D’un point de vue numérique, ’estimation de la transformée de Legendre (Eq (2.61))
nécessite de pouvoir estimer la dérivée de 7 pour les valeurs de ¢ considérées. Cette es-
timation numérique passe par un lissage de la fonction 7(¢) et possede un inconvénient
majeur. En effet, ce lissage empéche de détecter tout comportement non analytique dans
les courbes 7(q) et D(h). Ainsi, il n’est pas possible d’observer d’éventuelles transitions de
phase [43,46,139,140] dans les propriétés d’invariance d’échelle des fonctions fractales étu-
diées. Les Réfs [46,139,141-145] proposent une méthode qui permet d’évaluer le spectre des
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singularités D(h) autrement que par transformation de Legendre de 7(q). Cette stratégie
consiste a évaluer les exposants des quantités h(q, a) et D(q,a) qui sont définies comme des
moyennes « canoniques » calculées a partir de poids de Boltzmann sur les MMMTO [38,46] :

My [f](x, a)[*
Wolfl(q, L, a) = e D1 2.65
o0, = 2O (2.6
ou Z(q,a) est la fonction de partition définie par 1’équation (2.59). On calcule donc les
moyennes
h(g,a)= Y W|My[f](x, )] Wy[f](q,L,a), (2.66)
LeL(a)
et

D(g,a)= > Wylfl(a,L,a) n(Wy[fl(q, £, q)), (2.67)
Lel(a)

dont on extrait les exposants des comportements en loi de puissance

h(q) = lim h(q,a)/Ina, (2.68)
a—0t

D(q) = lim D(q,a)/Ina, (2.69)
a—0t

permettant ainsi d’accéder au spectre des singularités D(h).

2.4.2 Densités de probabilité

La somme discrete dans la définition de la fonction de partition (Eq (2.59)) peut étre
réécrite sous la forme d’une intégrale continue sur le module My[f] des MMMTO :

(g, a)/2(0,a) =< M* > (a) = / MM P, (M), (2.70)

ol M est une forme condensée de My[f](x,a) (ou de sup( 4ep aca My[f](x,@’), en cas
de sélection adaptative dans les échelles). La description multifractale consiste donc a
caractériser I’évolution dans les échelles des moments de la densité de probabilité (pdf, de
Ianglais probability density functions) P,(M) du module M. Le spectre d’exposants 7(q)
caractérise donc comment évolue la forme de la pdf de M dans les échelles. Comme nous
I’avons signalé dans la section précédente, par définition du squelette de la transformée en
ondelettes, M prend rarement des valeurs proches de zéro. En général cela se manifeste
par une décroissance exponentielle de P,(M) en 0, qui rend possible le calcul des exposants
7(q) pour des valeurs de ¢ négatives [46-50]. Par transformation de Legendre (Eq (2.61))
on a donc aussi acces a la partie décroissante du spectre multifractal D(h).

Comme nous "avons présentée dans la section 2.4.1, la méthode MMTO 2D n’exploite pas
toute I'information contenue dans le squelette de la transformée en ondelettes 2D. En fait
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elle met en jeu uniquement le module My, du vecteur gradient T,,. Comme nous I’avons
vu dans la section 2.3.3, il est vrai que c’est bien My qui contient toute I'information
sur la force des singularités. Cependant, il serait judicieux d’exploiter aussi I’'information
directionnelle que fournit 'argument Ay, de T, en étudiant, par exemple, la pdf P,(A) de
I'angle Ay. L’idéal serait d’exploiter simultanément l'information fournit par My, et Ay
en suivant 1’évolution dans les échelles de la pdf du vecteur gradient P,(T) qui peut étre
vue comme la densité de probabilité jointe P,(M,A) [129]. A cette fin, nous distinguerons
deux cas :

— M et A sont indépendants. Cela signifie que, quelle que soit 1’échelle a, on peut factoriser

la pdf du vecteur gradient :

P, A) = P(M)Pa(A). (2.71)

Cette factorisation indique que I'on peut estimer le spectre des singularités D(h),
comme il est défini dans la page 69, en se concentrant uniquement sur P,(M) et sans
se soucier du comportement dans les échelles de P,(A). Autrement dit, une singularité
d’exposant de Holder i donné est présente dans toutes les directions et a une direction
donnée correspond I'ensemble des singularités d’exposant de Holder différent présentes
dans la surface. Si la distribution P,(A) est plate, c’est la signature que la surface
possede des propriétés d’invariance d’échelle isotropes. Dans le cas contraire, si P,(A)
est non uniforme, cela signifie qu’une certaine anisotropie est présente dans la structure
de la surface étudiée. Cette anisotropie peut varier dans les échelles, entrainant dans ce
cas une évolution de la forme de P,(A) en fonction de a, indiquant que la répartition
directionnelle des vecteurs gradient varie dans les échelles sans pour autant étre couplée
a I’évolution du module. Quel que soit son comportement dans les échelles, et méme si
notre principale préoccupation est la limite a — 07, I’évolution de la forme de P,(A)
fournit une information tres importante sur les éventuels changements de structure de
I’image analysée. Remarquons que l'existence possible de directions privilégiées peut
étre mise en évidence en étudiant les corrélations entre les valeurs de A de MMMTO
appartenant a des lignes de maxima différentes.

— M et A sont dépendants. Si I’équation (2.71) n’est pas vérifiée, alors la surface rugueuse
étudiée a de grandes chances de posséder des propriétés d’invariance d’échelle aniso-
tropes. Afin de caractériser cette anisotropie, on peut calculer la fonction de partition
conditionnée par I'angle A du vecteur gradient :

_ q
Za(q,a) ZA(O,a)/dM MIP,(M,A), (2.72)
~ qAD)
Par transformation de Legendre de 74(q), on obtient ainsi le spectre D4(h) des singula-
rités associées a la direction privilégiée § = A — 7. L’étude de la dépendance de Dy4(h)
en fonction de A permet alors d’explorer les propriétés multifractales anisotropes de
I’image analysée.
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Remarque

Il existe dans la littérature d’autres tentatives de caractérisation de propriétés multi-
fractales anisotropes a 'aide de la transformée en ondelettes. Dans le cadre de I'analyse
de donnés géophysiques de réseaux de fractures, Quillon et al [146-148] ont utilisé des
ondelettes anisotropes « optimales » pour révéler ’existence d’orientations privilégiées
dans certaines gammes d’échelles d’observation. Cette analyse leur a permis de carac-
tériser 'organisation des différentes couches minérales du sol étudié. D’un point de
vue mathématique, Ben Silmane [135] a récemment proposé une généralisation du for-
malisme multifractal aux fonctions autosimilaires anisotropes. Sa stratégie consiste a
revoir la définition de la transformée en ondelettes 2D afin d’intégrer dans 'optique de
ce microscope mathématique la possibilité d’effectuer des grossissements anisotropes.

2.4.3 Mise en ceuvre numérique

Cette section est consacrée a la présentation de la mise en ceuvre numérique de la méthode
MMTO 2D appliquée a des images discretes N x N de surfaces rugueuses.

Calcul de la transformée en ondelettes 2D

Le calcul de la transformée en ondelettes 2D, dans sa formulation donnée dans la sec-
tion 2.2.3, nécessite d’effectuer une convolution par composante de ¥ et par échelle de
I’analyse. Ces calculs utilisent la démarche présentée dans le chapitre 1. Comme 'indique
la section 1.3.3, l'intervalle [@ymin, @ymax] des échelles accessibles par une ondelette ¥
pour une image de taille N x N, peut étre déterminée avec précision. La gamme d’échelles
{@min;, - - - , Gmax } €xplorée dans une étude particuliere doit donc impérativement étre incluse
dans cet intervalle. Au niveau de la gestion des effets de bords, la stratégie choisie dans
ce travail consiste a périodiser I'image et a ne prendre que les points de la transformée en
ondelettes qui ne sont pas pollués par ces effets de taille finie (voir section 1.2.4). La taille
de la zone concernée varie en fonction de 1’échelle d’analyse. Cependant il est nécessaire
que les données conservées a chaque échelle correspondent a une méme zone de 'image
d’origine. La taille de cette zone est donc déterminée par ’échelle la plus restrictive, a
savoir la plus grande échelle (amay) de notre analyse.

Recherche des MMTOQO

[’étape suivante consiste a déterminer a chaque échelle les points qui appartiennent aux
chaines de maxima définies dans la section 2.3.3. Ces MMTO sont les points pour lesquels le
vecteur gradient Ty, qui définit la transformée en ondelettes, possede un module My, qui
est maximum dans la direction A, de ce gradient. L’algorithme le plus naturel consiste
a comparer le module M, calculé a un point donné, avec les valeurs obtenues a certains
de ses huit voisins (sélectionnés en fonction de I'angle A,) du réseau carré de 'image
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numérique. Toutefois cette méthode présente un inconvénient majeur : le réseau carré
entraine une mauvaise estimation du comportement de My, dans la direction A,. Méme
si cette estimation est correcte dans les directions des huit voisins du point considéré,
pour toute autre direction il est nécessaire d’adopter une stratégie d’interpolation. Mais
aussi parfaite qu’elle soit, cette interpolation introduira toujours un biais anisotrope dans
la sélection des MMTO. Bien qu’il soit plus complexe, I'algorithme que nous préconisons
possede ’avantage de sélectionner un point sans devoir le comparer a ses voisins. Ainsi le
réseau carré de 1'image ne perturbe plus cette sélection. Cet algorithme consiste a calculer
la dérivée KX de My, dans la direction Ay et de sélectionner les points pour lesquels K
est nul. L’ensemble ainsi obtenu contient non seulement les MMTO, mais aussi les points
pour lesquels le module My, de T présente un minimum dans la direction A,. Afin de
distinguer ces deux ensembles de points, il est nécessaire de détecter si K est croissant
ou décroissant dans la direction Ay au point considéré. Pour cela, on calcule la dérivée
K’ de X, toujours dans la direction A, dont le signe indique si 'on est en présence d’un
maximum (X' < 0) ou d’'un minimum (X' > 0). Ces deux grandeurs peuvent étre évaluées
en tout point x indépendamment de ses voisins. Elles s’obtiennent par des combinaisons sur
les convolutions de I'image par les dérivées successives (suivant x et y, et jusqu’a 'ordre 3)
de la fonction lissante ¢. En effet, les expressions de K et de K’ mettent en jeu des dérivées
du champ [ % ¢. La propriété de différenciation du produit de convolution (Eq (1.36))
permet de reporter I'opérateur dérivée sur la fonction ¢ qui est connue analytiquement.

Recherche des MMMTO a partir des chaines de maxima

Les MMTO sont ensuite connectés par un algorithme de chainage afin d’obtenir les chaines
de maxima a |’échelle considérée. Cet algorithme regroupe les MMTO en listes ordonnées
(par rapport a leur position), débouchant sur des lignes discretes, fermées ou ouvertes et
qui ne possedent pas de branchements. On cherche ensuite les points de ces chaines de
maxima dont le module My, est localement maximum le long de la chaine. Un MMMTO est
donc un point d’une des listes ordonnées dont le module est plus grand que ceux de son
prédécesseur et de son successeur dans la liste. Ainsi, dans le cas des chaines de maxima
ouvertes, le premier et le dernier MMTO d’une liste (les bouts de la chaine) ne peuvent étre
sélectionnés, méme si leur module est supérieur a celui de leur voisin. Encore une fois, le
réseau carré entraine un biais dans la recherche de ces points. En effet, la chaine de maxima
est composée de points appartenant a ce réseau : elle n’est donc qu’une approximation en
« escalier » de la chaine réelle, et 1’évolution du module le long de cette approximation
peut donc présenter des oscillations en « dents de scie » autour de la valeur théorique de
My le long de la chaine réelle. Des points qui ne sont pas des MMMTO peuvent alors
étre détectés comme tels par notre algorithme. La solution pour contourner ce probleme
consiste a estimer la valeur théorique de My, par interpolation entre les points de notre
chaine discrete.



76 Méthode MMTO 2D : méthodologie et tests

Calcul du squelette de la transformée en ondelettes 2D

Maintenant que les MMMTO ont été sélectionnés, on construit le squelette de la transformée
en ondelettes en les connectant a travers les échelles. Pour cela, on démarre de la plus petite
échelle api,. Chaque MMMTO de cette échelle sert de racine pour une ligne de maxima que
nous allons faire pousser a travers les échelles. On cherche, a 1’échelle immédiatement
supérieure, le MMMTO le plus proche et on le connecte a la ligne en question. S’il n’existe
pas de tel MMMTO, alors la ligne de maxima s’acheve. On répete cette opération d’échelle
en échelle pour toutes les lignes de maxima, et ce, jusqu’a l’échelle ap.x, €t a chaque
échelle on supprime les MMMTO qui n’ont pu étre connectés a une ligne. L’ensemble de ces
lignes forme le squelette de la transformée en ondelettes. Par construction toutes ces lignes
prennent racine a la plus petite échelle, et c’est I’étude du comportement du gradient T,
le long de ces lignes de maxima (dans la limite des petites échelles) qui va nous permettre
d’extraire I'information pertinente pour l’étude des singularités de la surface considérée.
Comme nous 1’avons signalé dans la section 2.3.3, il est possible d’écarter les lignes de
maxima qui correspondent a des comportements réguliers de la fonction f. Pour cela,
on augmente l'ordre n, de 'ondelette analysatrice, puis on effectue un seuillage de My,
(~ a™) a petite échelle, pour éliminer les lignes concernées.

Notons que la précision de ce chainage a travers les échelles dépend fortement de la
finesse de la gamme d’échelles choisie. Le choix de ’échantillonage dans les échelles est
donc un compromis entre temps de calcul et qualité du squelette de la transformée en
ondelettes. Pour la plupart des résultats présentés dans ce travail, nous avons choisi une
gamme d’échelles décomposée en octaves (généralement 4) comprenant chacune 10 voix.

Calcul du spectre multifractal

Le squelette de la transformée en ondelettes ainsi déterminé, on calcule la fonction de par-
tition Z(q,a) suivant la définition (2.59) pour chaque échelle a € {amin, - - - , Gmax}, €t pour
chaque valeur ¢ € {gmin; - - - » gmax }- Comme nous le discuterons dans la section suivante, le
choix de la gamme de valeurs de ¢ dépend de la statistique des données disponibles. En
effet plus |g| est grand, plus les évenements dominants dans la somme Z(gq, a) sont rares.
Comme c’était déja le cas pour les échelles, le choix du nombre de valeurs g est un compro-
mis entre temps de calcul et précision de I’évaluation des exposants 7(g) (voir plus loin).
Signalons cependant qu’il est souhaitable d’avoir une bonne résolution autour de ¢ = 0,
afin de caractériser au mieux les singularités qui sont les plus fréquemment rencontrées
dans I'image considérée.

Du comportement linéaire de In Z(q, a) en fonction de In a pour une valeur ¢ donnée, on
extrait la valeur de ’exposant 7(¢). Afin d’éprouver la qualité de cette estimation, on teste
la stabilité de cette régression linéaire en fonction de Uintervalle [a”; ,a* | C [@min;, Gmax]
sur lequel elle est effectuée. Ceci nous permet d’estimer un barre d’erreur expérimentale sur
la valeur de I’exposant 7(g) mesurée. On obtient ensuite le spectre des singularités D(h) par
transformation de Legendre de 7(¢) sur 'ensemble des valeurs de g considérées (Eq (2.61)).
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Afin d’éviter I'utilisation délicate d’une transformation de Legendre numérique, on peut es-
timer D(h) en calculant les fonctions de partition h(g, ) (Eq (2.66)) et D(q,a) (Eq (2.67))
afin d’estimer les exposants h(q) (Eq (2.68)) et D(q) (Eq (2.69)). L’estimation du spectre
multifractal a partir d’'un ensemble de réalisations d’un méme processus (une collection
d’images) peut se faire en utilisant différentes « moyennes » possibles [73] parmi lesquelles :
— Moyenne trempée. On obtient la courbe 7(¢) en moyennant les valeurs de In Z(q, a)
obtenues pour chaque image :
e<InZ(a,0)> aT(q), a— 0T, (2.73)
Ce qui revient a dire que 7(¢) est la moyenne des exposants 7(¢) obtenus pour chaque
image.
— Moyenne recuite. Une autre possibilité est de calculer le spectre 7(¢) apres avoir moyen-
née la fonction de partition Z(q, a) sur toutes les images :

< 2(g,a) >~a™\?, a = 07, (2.74)

Pour toutes les études présentées dans ce travail, nous n’avons pas observé de différence
significative dans I’évaluation des spectre 7(¢q) et D(h) suivant la moyenne utilisée. C’est
pourquoi nous ne présenterons, dans la suite, uniquement les résultats correspondant a des
moyennes recuites.

Calcul des densités de probabilité

Dans un premier temps nous calculons la pdf P,(M,A) du vecteur gradient T, associé
aux MMMTO appartenant au squelette de la transformée en ondelettes 2D. Afin de pou-
voir étudier séparément le module My, et 'argument Ay, de ce gradient, on s’assure que
I’équation (2.71) est vérifiée. Si tel est le cas on peut étudier séparément les distributions
P,(M) et P,(A) pour toutes les échelles appartenant a la gamme d’étude. Comme nous
I’avons signalé dans la section précédente, I’évolution de la forme de la pdf du module
P,(M) permet de définir la gamme des valeurs de ¢ accessibles a notre étude multifractale.
Une facon pertinente d’estimer la statistique des valeurs de M qui contribuent de facon
dominante dans la fonction de partition Z(g, @) pour une valeur de ¢ donnée, est d’observer
la régularité de la distribution M?P,(M). Si cette distribution est mal définie et présente
une apparence trop bruitée (a cause d’un manque de statistique), il devient malaisé d’en
estimer l'intégrale (Eq.(Z.?O)) et par conséquent le calcul de Z(q, a) manque de précision.
Cela intervient pour les grande valeurs de |g|, car augmenter |¢| revient & donner de I'im-
portance a des valeurs de M de plus en plus importantes (¢ > 0) ou de plus en plus
petites (¢ < 0) qui sont dans les deux cas de plus en plus rares. La gamme {¢min; - - -  Gmax
des valeurs de ¢ accessibles a notre analyse est donc déterminée par la richesse de notre
échantillon statistique. Il est en effet absolument nécessaire de s’assurer de la convergence
statistique des exposants 7(¢) de la fonction de partition. Dans le cas ou 1’équation (2.71)
n’est pas vérifiée, les statistiques de M et de A sont donc intimement reliées. Suivant la
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définition (2.72) de Z(g, a) on peut calculer le spectre des exposants 74(g) conditionné par
la valeur de I’argument A. Puis par transformation de Legendre on en déduit le spectre des
singularités D4(h) dont la dépendance dans I’argument A est riche d’enseignement sur les
propriétés d’invariance d’échelle anisotropes de la surface rugueuse analysée. Il est inutile
de préciser que le fait de conditionner la statistique de M par la valeur de A accroit incon-
testablement le probleme de convergence statistique et limite considérablement 1’étendue
de la gamme de valeurs de ¢ accessibles a notre étude.

2.5 Application de la méthode MMTQO 2D aux surfaces
Browniennes fractionnaires isotropes

Le mouvement Brownien fractionnaire (fBm, de ’anglais fractionnal Brownian motion)
introduit par Mandelbrot et Van Ness [149], est un modele incontournable en analyse du
signal et de 'image [2,3,5-21,72-74]. A une dimension, le fBm fournit un tres bon modele
pour les phénomenes physiques qui possedent des corrélations sur de grandes distances,
comme par exemple les bruits en « 1/f ». Le spectre de puissance d’'un fBm se comporte
en effet en loi de puissance S(w) ~ 1/w?, oil I'exposant spectral 8 = 2H + 1 est relié a
I’exposant de Hurst H. A 1D le fBm a été copieusement utilisé comme cobaye pour tester
les méthodes de mesure de I’exposant de rugosité H. Récemment, la transformée en onde-
lettes [150-155] est apparue comme une alternative sérieuse par rapport aux performances
des méthodes classiques [76-79,82-85,156-158]. En effet, quelle qu’en soit I’approche (trans-
formée en ondelettes discrete [154,155,159-165], transformée en ondelettes continue [166],
décomposition en paquets d’ondelettes [167]), I’analyse en ondelettes fournit une estimation
tres précise de 'exposant de Hurst des fBms. Des études comparatives des performances de
ces différentes méthodes ont été menées dans les Réfs [161-163]. De nombreux algorithmes
de synthese numérique des fBms ont été proposés dans la littérature. Parmi les méthodes de
synthese les plus connues, citons la méthode du déplacement moitié aléatoire (random mid-
point displacement, en anglais), la méthode des additions successives aléatoires, la méthode
par filtrage de la transformée de Fourier d’un bruit blanc, ainsi que la fonction fractale aléa-
toire de Weierstrass-Mandelbrot [2,3,72,73,168]. Cependant aucune de ces techniques ne
permet de modéliser completement les propriétés du fBm. Récemment, Sellan [169] a pro-
posé une nouvelle approche tres prometteuse, qui étend les précédents travaux d’analyse
par transformée en ondelettes [150-152,163,170], et de plus fournit une méthode générale
de synthese des fBms. En effet, la vision multirésolution offerte par ’analyse en ondelettes
permet une conception originale et facilite la mise en ceuvre d’algorithmes de synthese 1D
tres performants [171]. Bien évidement, la généralisation a 2D ne présente aucune difficulté
majeure, et fournit une alternative sérieuse aux méthodes existantes de synthese d’images
Browniennes fractionnaires par transformée ondelettes 2D [172].

Les fBms sont des fonctions autoaffines aléatoires homogenes qui ont été utilisées avec
succes dans les Réfs [38,46-48] pour calibrer la méthode MMTO 1D. Cette méthode s’est
avérée étre tres performante pour révéler et caractériser les propriétés monofractales des
fBms. De plus elle permet une mesure tres précise de 'exposant de Hurst H [173]. Cette
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section est destinée a 'application de la méthode MMTO 2D présentée dans la section 2.4
a des familles de réalisations de surfaces Browniennes fractionnaires.

2.5.1 Surfaces Browniennes fractionnaires

C’est Lévy [174] qui le premier a proposé une généralisation du mouvement Brownien en
dimension supérieure a un. Son approche peut étre tout a fait reprise pour la généralisation
des fBms. Un fBm 2D Bpy(x) d’index H €]0, 1], est un processus dont les incréments sont
stationnaires, de statistique Gaussienne, de moyenne nulle et dont la fonction de corrélation
s’écrit sous la forme [2,3,72,168,174] :

0_2

< Bu(x)Bu(y) >= o (X" + [y[*" = [x = y[*") , (2.75)
ou < ... > représente la moyenne d’ensemble. La variance de ce processus est
var(Bg(x)) = o”[x|*". (2.76)

Dans le cas du mouvement Brownien non-corrélé (H = 1/2), on retrouve bien le compor-
tement classique de la variance var(Bj/2(x)) = 0*|x|. On démontre facilement le caractere
stationnaire des incréments d By (x) = Bp(x + 1) — Bg(x) ou 1 = (dxz,dy). En effet, la
fonction de corrélation ne dépend que de x —y et de 1 :

2
o
< 6Bp(x)0Bui(y) >= 7<|x —y+ 1P+ x -y - 1P = 2)x — y PP (277)
Pour H = 1/2, cette valeur est nulle, ce qui indique bien I'indépendance des incréments du
Brownien classique. Pour les autres valeurs de H, ces incréments sont corrélés si H > 1/2
(marche aléatoire persistante) ou anticorrélés si H < 1/2 (marche aléatoire antipersistante).
De plus la définition du fBm (Eq. (2.76)) implique la relation statistique :

By (xo 4+ Au) — Bp(xo) = A [BH(XO +u) — BH(XO)], (2.78)

ou u est un vecteur unitaire et ~ représente 1’égalité en loi. Ainsi, les fBms 2D sont des
processus autoaffines aléatoires, statistiquement invariants par des dilatations isotropes
(Eq. (2.35)). L’index H correspond a l’exposant de Hurst de la surface : plus H est grand,
plus la surface est réguliere. Le fait que I’équation (2.78) soit valable pour toute position
Xg et pour toute direction u, entraine les propriétés suivantes : toutes les réalisations
de fBm sont continues, non-dérivables partout et présentent des propriétés d’invariance
d’échelle isotropes associées a un exposant de Holder unique h(x) = H, Vx [2,3,72,173].
Ainsi une surface rugueuse Brownienne fractionnaire est la représentation d’une fonction
fractale stochastique homogene caractérisée par un spectre des singularités réduit a un
point unique :

D(h)=2 si h=H,

2.79
=—o00 si h#H. (2.79)
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Fig. 2.14 — Surfaces Browniennes fractionnaires (128 x 128) générées par filtrage de la
transformée de Fourier d’un bruit blanc. (a) H =1/3; (b) H =1/2; (c) H = 2/3. Dans
la partie supérieure, By (x) est codée du blanc (min By) au noir (max By).

Par transformation de Legendre de D(h) (Eq (2.61)), on obtient ’expression de I’exposant
de la fonction de partition Z(q,a) (Eq. (2.60)) :

7(q) = qH — 2. (2.80)

Ce comportement linéaire de 7(q) est caractéristique de la monofractalité des surfaces
fBms.

La figure 2.14 représente des surfaces fBms qui ont été générées par filtrage de la trans-
formée de Fourier d’un bruit blanc [72,73,168]. Cette méthode a été choisie pour sa sim-
plicité de mise en ceuvre. En observant successivement les figures 2.14a (H = 1/3), 2.14b
(H = 1/2) et 2.14c (H = 2/3), on constate que la surface est de plus en plus réguliere
lorsque l'index H augmente. Autrement dit, la dimension fractale des surfaces fBm passe
continiment de 3 a 2 lorsque H parcourt l'intervalle [0, 1] :

dp(fBm 8) = 1 — (1) = 3 — H. (2.81)

Lorsque H augmente, la surface fBm ressemble de plus en plus a une surface Euclidienne
réguliere 2D.
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Fig. 2.15 — Analyse spectrale d’une image (1024 x 1024) d’une surface Brownienne Bj /5
d’exposant de rugosité H = 1/3. (a) In |Bl/3(k)| (Eq. (2.5)) codé du blanc (min In |Bl/3|)
au noir (maxIn |Bl/3|). (b) Densité spectrale S(|k|) en fonction de |k| dans une représen-

tation logarithmique. La trait plein correspond & la prédiction théorique de I’exposant
spectral 3 =2H +2=8/3 (Eq. (2.82)).

La figure 2.15 présente les résultats de I’analyse spectrale d’une image (1024 x 1024) d’une
surface Brownienne fractionnaire d’exposant de rugosité H = 1/3. La représentation de
In |Bl/3(k)| dans la figure 2.15a, ne présente pas d’anisotropie tres marquée (on reconnait
toutefois une légere anisotropie introduite par les effets de bords). La figure 2.15b met en
évidence le comportement en loi de puissance de la densité spectrale en fonction du module
du vecteur d’onde |k|. L’exposant de cette loi de puissance est en parfait accord avec la
prédiction théorique :

B=447(2)=2+2H. (2.82)

2.5.2 Calcul numérique des spectres 7(¢) et D(h)

Cette sous-section est consacrée a une application test de la méthode MMTO 2D (voir
section 2.4), sur 32 réalisations d’un processus fBm d’exposant H = 1/3. A cette fin,
nous commencons par calculer les squelettes des transformées en ondelettes de ces images
(1024 x 1024) avec I'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans les fi-
gures 2.1a et 2.1b. Les chaines de maxima (MMTO) obtenues pour trois échelles différentes
sont représentées dans la figure 2.16. En toile de fond sur la figure 2.16b, nous avons illus-
tré le résultat de la convolution de I'image étudiée (Fig. 2.16a) avec la fonction lissante
Gaussienne ¢ a 1’échelle considérée (Eq (2.22)). On constate que les chaines de maxima
correspondent aux contours prononcés de cette image lissée. Le long de ces chaines de
maxima, les MMMTO se positionnent aux points (e) de plus grande variation de la fonc-
tion considérée. Le module My, du vecteur gradient Ty, (représenté par une fleche dans
les figures 2.16b, 2.16¢ et 2.16d) caractérise 'amplitude de cette variation et I’argument
Ay en indique la direction. Lorsque l'on compare les positions des MMMTO aux différentes
échelles, on constate que leur espacement caractéristique augmente linéairement avec a.



82 Méthode MMTO 2D : méthodologie et tests

Fig. 2.16 — Analyse par transformée en ondelettes 2D d’une surface Brownienne fraction-
naire Bp_y/3. ¥ est une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny, = 1. (a) Image de
la surface fBm codée du blanc (min Bp—;/3) au noir (max By—;/3). Chaines de maxima
(trait plein) calculées aux échelles suivantes : @ = 20w (b), 2%tow (c) et 219y (d).
Les fleches représentent le vecteur gradient Ty aux MMMTO (e). Le fond en nuances
de gris dans (b) représente I'image lissée ¢, x By /3 & I'échelle @ = 20w codée du blanc
(min) au noir (max).

Leur nombre, et donc le nombre de lignes de maxima, prolifere comme a™2. Le squelette
de la transformée en ondelettes de la surface Brownienne fractionnaire illustrée dans la
figure 2.16a est représenté sur la figure 2.17. A la limite @ — 0F, cette « forét » tend &
recouvrir tout le plan (z,y), confirmant que le support des singularités d’un fBm est de
dimension dr = 2. La figure 2.17 est donc une illustration visuelle du fait que Bj/3 n’est
dérivable nulle part.

La figure 2.18 représente le comportement de Ty, le long de quelques lignes de maxima
du squelette de la transformée en ondelettes de la figure 2.17. Pour cela nous avons séparé
le module My, (Fig. 2.18a) de I'argument Ay, (Fig. 2.18b). On constate que, d’une ligne de
maxima a l'autre, My, peut avoir un comportement dans les échelles tres différent dans la
mesure ou la gamme d’échelles accessibles a notre analyse est relativement limitée. Cepen-
dant lorsque ’on calcule la moyenne des modules My, a chaque échelle (e), on retrouve bien
un comportement en loi de puissance d’exposant h = 1/3 (trait interrompu) prédit pour
toute ligne pointant sur une singularité isolée d’exposant de Holder 1/3. Cela confirme que,
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Fig. 2.17 — Squelette de la transformée en ondelette 2D de 'image de la surface Brow-
nienne fractionnaire (H = 1/3) représentée dans la figure 2.16a. Ce squelette est com-
posé des lignes de maxima obtenues par chainage dans les échelles des MMMTO. L’on-
delette analysatrice est la méme que celle utilisée dans la figure 2.16.
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Fig. 2.18 — Comportement du module M, (a) et de 'argument A, (b) de Ty le long
de quelques lignes de maxima du squelette de la figure 2.17. La moyenne des modules
My a chaque échelle est représentée par les symboles (). Le trait interrompu indique
la pente h = H = 1/3. Les échelles a sont exprimées en unité o (= 13 pixels).
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dans le cas des surfaces rugueuses qui possedent des singularités en tout point, I’estimation
locale de ’exposant de Holder a 1’aide du squelette de la transformée en ondelettes est tout
a fait inadaptée. En effet, lorsque une ligne de maxima évolue dans les échelles, elle subit
I'influence des différentes singularités qui s’accumulent autour du point x4 vers lequel elle
pointe dans la limite « — 0F. Les contributions de plusieurs singularités de forces (dans
le cas multifractal), de préfacteurs et de positions différents, entrainent un comportement
oscillant voire fluctuant du module My, le long de chaque ligne de maxima. Cette hiérarchie
de singularités conditionne aussi 1’échelle d’apparition de ces lignes. Il devient alors tres
délicat d’extraire du comportement local de My, le long d’une ligne de maxima un estima-
tion plus ou moins fiable de I’exposant de rugosité local de la surface considérée. De méme
que plusieurs singularités influent sur le comportement d’une ligne, on peut affirmer que la
contribution d’une singularité se répercute sur plusieurs lignes de maxima. Cela confirme
qu'une étude globale est nécessaire, afin de pouvoir étudier les contributions statistiques
des différentes singularités présentes dans I'image étudiée. Comme nous ’avons signalé plus
haut, une moyenne sur les My, permet de retrouver la valeur attendue h = H = 1/3. Cela
peut paraitre surprenant d’obtenir cette valeur avec une bonne précision alors que beau-
coup de lignes présentent une tendance beaucoup plus faible, voire méme une tendance
croissante lorsque @ diminue. Une méme observation a été rapportée dans la Réf. [99] lors
de 'analyse en ondelettes de réalisations de fBms 1D. Ainsi, en dépit du fait que la gamme
d’échelles examinée soit beaucoup trop restreinte, le taux de multiplication des lignes de
maxima dans les échelles (~ a™%) combiné a I’évolution et aux fluctuations du préfacteur
du module My, qui dépend clairement de ’échelle de naissance de la ligne de maxima,
permettent de retrouver le comportement théorique sur la moyenne du module sur 1’en-
semble des lignes de maxima formant le squelette de la transformée en ondelettes. Notons
que les lignes croissantes qui apparaissent a petit échelle dans la figure 2.18a, retrouvent
sans doute un comportement décroissant a des échelles inférieures a a = oy, échelles qui
sont inaccessibles a la résolution de notre microscope mathématique.

Intéressons nous maintenant au comportement de A,, dans les échelles (Fig. 2.18b). Une
inspection de I’ensemble des lignes de maxima indique I’absence de directions privilégiées
vers lesquelles convergeraient de facon préférentielle Ay le long des lignes de maxima
dans la limite a — 0%. De plus, on constate que, pour une ligne de maxima donnée,
Ay semble suivre un début de marche aléatoire susceptible de parcourir intervalle [0, 27|
si notre étude nous avait permis d’examiner une gamme d’échelle plus grande. Afin de
nous convaincre de cette marche aléatoire, nous avons représenté, dans la figure 2.19,
I’évolution de T, le long de diverses lignes de maxima. Chaque point dans le plan (Ty,, Ty, )
correspond aux coordonnées cartésiennes du vecteur gradient T, associé a un MMMTO.
On constate que chaque trajectoire est torturée mais de longueur limitée. A la vue de leur
positionnement respectif autour de l'origine, on réalise que 'isotropie locale semble étre
présente. Toutefois sa mise en évidence sur une trajectoire nécessiterait ’analyse d’une
gamme d’échelles beaucoup plus importante. On peut faire la méme observation sur la
figure 2.19b, ou sont reportés les résultats obtenus pour I’étude d’une image de surface
fBm d’index H = 2/3. On constate cependant que les trajectoires sont moins torturées
(signature que la surface est moins rugueuse) et qu’une gamme d’échelles encore plus
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Fig. 2.19 - Evolution de Ty associé aux MMMTO le long de quelques lignes de maxima sé-
lectionnées dans le squelette de la transformée en ondelettes illustrée dans la figure 2.17.
Ty est représenté dans le plan (Ty,,Ty,). (a) By=1/3; (b) Br=z/3. L'ondelette analy-
satrice est 'ondelette isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.16.

importante serait nécessaire pour mettre en évidence 'isotropie des propriétés d’invariance
d’échelle locales de cette surface.

La figure 2.20 présente les résultats du calcul des spectres 7(q) et D(h) a l'aide de la
méthode MMTO 2D présentée dans la section 2.4. Ces courbes ont été obtenues par moyenne
recuite sur les squelettes des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024) de
surfaces Browniennes By 3. La fonction de partition Z(q,a) (Eq (2.59)) est représentée en
échelles logarithmiques dans la figure 2.20a pour différentes valeurs de ¢. Quelle que soit
la valeur de g € [—4,6], ces données présentent un comportement linéaire bien défini sur
environ 3 octaves, et sont en parfait accord avec la prédiction théorique (2.80) pour les
exposants 7(q) = ¢H — 2. Les spectres 7(q) obtenus par régression linéaire des log,(Z(q, a))
en fonction de log, a, pour trois valeurs de H = 1/3, 1/2 et 2/3, sont représentés dans la
figure 2.20c. Sur la gamme de valeurs de g € [—4,6], 7(¢) suit un comportement linéaire
parfait ce qui apporte la preuve expérimentale de la monofractalité des surfaces étudiées.
On constate toutefois que la mesure de la pente des droites ainsi obtenues conduit a une
légere sous-estimation de la valeur de 'exposant de Hurst H, sous-estimation qui a déja été
remarquée lors de I'analyse de fBms 1D [46-48,173]. Un des points délicats de la régression
linéaire est en effet de choisir convenablement 'intervalle d’échelles sur lequel on estime
Iexposant 7(g). D’apres 1’étude théorique d’Audit et al [173], on obtient une meilleure
estimation des exposants 7(¢) avec la méthode MMTO 1D, lorsque 1’on décale vers les petites
échelles la zone ou 1’on effectue la régression linéaire. Ces résultats théoriques démontrés
en 1D semblent parfaitement s’appliquer en 2D comme l'illustre la figure 2.20b ou h(q, «)
(Eq. (2.66)) est représenté en fonction de log, a. En effet, quelle que soit la valeur de g, les
données sont plus proches de la prédiction théorique h(q,a) ~ aH (trait plein) aux petites
échelles qu’aux grandes échelles ou clairement les données semblent dévier des droites
théoriques. Ainsi, comme le montre la figure 2.21, une régression linéaire de h(q, @) sur une
gamme d’échelles de plus en plus importante conduit a une sous-estimation de plus en plus
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Fig. 2.20 — Détermination des spectres 7(g) et D(h) de surfaces Browniennes fraction-
naires 2D par la méthode MmTO 2D. (a) log, Z(g¢, a) en fonction de log, a; les droites
en trait plein correspondent aux prédictions théoriques 7(q) = ¢H —2 (Eq (2.80)) pour
H =1/3. (b) h(g,a) en fonction de log, a; les droites en trait plein correspondent aux
prédictions théoriques h(q,a) = Ha. (c) 7(¢) en fonction de ¢ pour H = 1/3 (o), 1/2
(m) et 2/3 (A); les droites en trait plein correspondent a 'estimation de H par régres-
sion linéaire. (d) D(h) en fonction de k obtenu via I'estimation de h(q) (Eq. (2.68)) et
de D(q) (Bq. (2.69)); les symboles ont la méme signification que dans (c). L’ondelette
analysatrice est l'ondelette isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.16. Ces
résultats correspondent a une moyenne recuite sur 32 images (1024 x 1024) de By. Les
échelles a sont exprimées en unité oy .
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Fig. 2.21 — Détermination de I'exposant h(q) (Eq. (2.68)) par régression linéaire de
h(q,a) (Eq. (2.66)) sur un intervalle d’échelles 1 < @ < amax pour plusieurs valeurs de
@max- La droite correspondant a h(q) = H = 1/3 est représentée en trait interrompu.
Les valeurs de ¢ sont —2 (0), 0 (o) et 2 (). Méme procédure de calcul que dans la
figure 2.20. Les échelles a sont exprimées en unité oy .

prononcée de I'exposant de Hurst H. La figure 2.20d représente le spectre D(h) calculé a
partir des valeurs h(g) (Eq. (2.68)) et D(q) (Eq. (2.69)) obtenues par régression linéaire sur
la premieére octave de la gamme d’échelles utilisée pour notre analyse. Pour les valeurs de ¢
considérées (g € [—4,6]), quel que soit 'index H de la surface (1/3, 1/2 et 2/3), le spectre
des singularités obtenu se réduit & un point D(h = H) = 2+0.02. Ainsi les spectres 7(q) et
D(h) mesurés sont en parfait accord avec les prédictions théoriques données respectivement
par les équations (2.80) et (2.79). Cette application aux surfaces Browniennes fractionnaires
montre que la méthode MMTO 2D est une technique fiable et efficace pour 1’analyse des
surfaces rugueuses homogenes présentant des propriétés d’invariance d’échelle isotropes.

En conclusion de cette sous-section, voici quelques remarques a propos des problemes
cruciaux de taille finie et de convergence statistique. La figure 2.22 représente 1’évolution
de 'estimation de h(q) lorsque 'on augmente la taille des images analysées. Cette mesure
a été effectuée sur 32 images de taille (N x N) dont on a gardé uniquement les données
pour la partie centrale de taille (N/2 x N/2) qui ne sont pas polluées par les effets de
bords. On constate que pour la plage des valeurs de ¢ considérées, 'estimation de h(q)
est acceptable a partir de N = 512. En ce qui concerne la convergence statistique, la
figure 2.23 représente I’évolution de ’estimation de £(¢) en fonction du nombre Ny d’images
(1024 x 1024). On constate qu’afin de pouvoir mesurer correctement les spectres 7(gq) et
D(h), il est nécessaire de disposer d’au moins une trentaine d’images (1024 x 1024). Notons
que 'acces a des valeurs de |¢| importantes nécessite d’augmenter de facon significative le
nombre d’images analysées. Dans le cas des surfaces Browniennes fractionnaires, 32 images
de taille (1024 x 1024) suffisent pour approcher avec une bonne précision les prédictions
théoriques pour ¢ € [—4,6]. Cette affirmation sera confirmée a la fin de la sous-section
suivante.
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Fig. 2.22 — Détermination de I'exposant h(q) (Eq. (2.68)) par régression linéaire de
h(q,a) (Eq. (2.66)) sur un intervalle d’échelles 1 < @ < 2 pour 32 images dont la partie
centrale analysée est de taille (N x N). La droite correspondant a h(q) = H = 1/3
est représentée en trait interrompu. Les valeurs de ¢ sont —2 (o), 0 (o) et 2 (). Méme
procédure de calcul que dans la figure 2.20. Les échelles @ sont exprimées en unité o .
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Fig. 2.23 - Détermination de 'exposant A (q) (Eq. (2.68)) par régression linéaire de h(q, )
(Bq. (2.66)) sur un intervalle d’échelles 1 < a < 2 pour N; images (1024 x 1024). La
droite correspondant a h(¢q) = H = 1/3 est représentée en trait interrompu. Les valeurs
de ¢ sont —2 (o), 0 (o) et 2 (a). Méme procédure de calcul que dans la figure 2.20. Les
échelles a sont exprimées en unité oy .
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Fig. 2.24 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO de 32
images (1024 x 1024) de By 3, pour les échelles @ = aw, 20w, 4ow et 8ow. (a) Py(M)
en fonction de M. (b) P,(A) en fonction de A. 4 est I'ondelette analysatrice isotrope
d’ordre ny = 1 illustrée dans les figures 2.1a et 2.1b.

2.5.3 Densités de probabilité

Cette section est consacrée a 1’étude de la pdf P,(M,A) du vecteur gradient associé
aux MMMTO qui composent les squelettes des transformées en ondelettes de 32 images
(1024 x 1024) de Bys. Les résultats qui sont présentés ici pour H = 1/3, sont tout a fait
représentatifs des résultats obtenus pour d’autres valeurs de I'index H. La figure 2.24 re-
présente les pdfs P,(M) = [dA P,(M,A) et P,(A) = [dM P,(M,A) pour quatre échelles
différentes. Sur la figure 2.24a, P,(M) présente une décroissance rapide a 0 pour M — 0%.
Ce comportement résulte essentiellement de deux facteurs. D’une part Mfl, est le carré du
module de Ty, = (Ty,,Ty,), c’est-a-dire qu’il est la somme des carrés de Ty, et de Ty,
(Eq. (2.20)). Ainsi, pour que My soit nul, il faut que Ty, et Ty, soient nuls simultanément.
D’autre part les MMMTO qui constituent le squelette de la transformée en ondelettes, sont
les maxima le long des chaines de maxima qui par définition sont composées des maxima
du module dans la direction du gradient. Ainsi, les MMMTO considérés présentent un mo-
dule My, qui est le maximum d’une variable qui elle-méme est déja rarement nulle. Cette
constatation est au cceur de la méthode MMTO 2D, car la décroissance rapide a 0 de P, (M)
pour M — 07 permet le calcul de la fonction de partition Z(q,a) pour les valeurs de ¢
négatives, valeurs qui sont inaccessibles a la technique des fonctions de structure [46,48,49].
La pdf P,(A) des angles (Fig. 2.24b) ne présente aucune évolution significative dans les
échelles. Malgré la présence de fluctuations plus marquées aux plus grandes échelles due a
un mangque progressif de statistique, ces pdfs sont plates : P,(A) = 1/27, indépendamment
de A. Ces résultats apportent la preuve de I'isotropie statistique a toute échelle des sur-
faces étudiées. Non seulement les résultats présentés dans les figures 2.25 et 2.26 confirment
cette isotropie statistique mais de plus ils apportent la démonstration de I'indépendance
statistique de My, et Ay. La symétrie radiale observée dans la représentation de P,(M,.A)
dans le plan (Ty,, Ty,) dans la figure 2.25, est caractéristique d’une surface qui ne possede
aucune direction privilégiée aux échelles examinées. Cette symétrie présente a toutes les

échelles est aussi la preuve que la pdf des gradients factorise P,(M,A) = P,(M)P,(A)
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Fig. 2.25 — Représentation dans le plan (7y,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO de Bj 3 pour les échelles a = ow (a), 20w (b), 4ow (c) et 8ow
(d). Mémes conditions de calcul que dans la figure 2.24.

(Eq. (2.71)). La figure 2.26 apporte une confirmation quantitative de I'indépendance sta-
tistique de My, et Ay. En effet, quelle que soit ’échelle considérée, les pdfs P,(M,A) en
fonction de M obtenues pour différentes valeurs de I'angle A, se superposent parfaitement
confirmant par la le fait que les propriétés d’invariance d’échelle sont entierement contenues
dans I’évolution de la forme de P,(M) a travers les échelles.

La dépendance dans les échelles de P,(M) est illustrée dans la figure 2.27a dans une
représentation semi-logarithmique. Sur la figure 2.27b ces mémes pdfs sont représentées
apres avoir divisé M par a. On constate que, indépendamment de 1’échelle a, les courbes
désormais se superposent remarquablement, confirmant par la le fait que M se comporte
bien statistiquement comme My, ~ a'l. Les résultats reportés dans la figure 2.27 peuvent
étre formalisés par la relation suivante :

P(My[By](£(a)) = P(My[Bul(L(a)) /"), (2.83)

ou P est une fonction indépendante du parametre d’échelle a. Ce comportement universel se
retrouve sur les pdfs des coordonnées cartésiennes du vecteur gradient associé aux MMMTO.
La figure 2.28 représente ces pdfs (en représentation semi-logarithmique) apres dilatation
de Ty, et Ty, par un facteur a’. Le fait que les deux « coordonnées » Ty, (Fig. 2.28a) et
Ty, (Fig. 2.28b) suivent des lois d’échelle de méme exposant que My, confirme ’absence
de direction privilégiée dans le comportement de Ty, a travers les échelles.

Pour conclure cette sous-section, il est important de revenir quelques instants sur le
probleme de la convergence statistique des calculs des spectres 7(q) et D(h), c’est-a-dire
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Fig. 2.26 — Pdf du module My, des MMMTO de B3 conditionnée par la valeur de
largument A. (a) @ = ow; (b) @ = 2ow. Les différentes courbes correspondent aux
valeurs suivantes de A (mod 7) : 0+ 7/8, n/4+7/8, n/2+ 7/8 et 3x/4+ /8. Mémes
conditions de calcul que dans la figure 2.24.
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Fig. 2.27 — Pdfs du module My, des MMMTO de B3 pour les échelles a = ow, 20w,
4ow et 8aw. (a) In(P,(M)) en fonction de M. (b) In(P,(M)) en fonction de M/al avec
H = 1/3. Mémes conditions de calcul que dans la figure 2.24.
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Fig. 2.28 — Pdfs des coordonnées cartésiennes du vecteur gradient associé aux MMMTO
de B3 pour les échelles a = ow, 20w, 40w et 8ow. (a) In(F,(Ty,)) en fonction de
Ty,/a™; (b) In(P,(Ty,)) en fonction de Ty,/a™, avec H = 1/3. Mémes conditions de
calcul que dans la figure 2.24.
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Fig. 2.29 — Pdfs du module My, des MMMTO de By /3 pour les échelles a = ow, 20w,
4oy et 8ow. a~HMIP, (M) en fonction de M/a? pour ¢ = —4 (a), =2 (b), 2 (c), 4
(d), 6 (e) et 8 (f). Mémes conditions de calcul que dans la figure 2.24.

sur le probleme de convergence statistique de la fonction de partition Z(g,a). D’apres
I’équation (2.70), Z(q, a) est proportionnelle & I'intégrale de M?P,(M). La relation d’auto-
similarité (2.83) permet de prédire le comportement suivant :

a” M P, (M) = F,(M/a"), (2.84)

ou F, est une fonction qui dépend de ¢, mais qui est indépendante de 1’échelle a. La
figure 2.29 confirme la pertinence de cette relation pour plusieurs valeurs de ¢ comprises
entre —4 et +8. Les courbes obtenues en représentant a~*#M?P,(M) en fonction de M/a"
pour différentes valeurs de I’échelle a, se superposent parfaitement sur une courbe unique
bien définie qui ne dépend que de g. Pour les valeurs de |¢| importantes, on constate que les
distributions sont de plus en plus bruitées, rendant de plus en plus délicate ’estimation de
leur intégrale. Par conséquent le calcul de Z(q, a) perd de sa précision principalement et en
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Fig. 2.30 — Surface rugueuse autoaffine anisotrope obtenue en superposant (suivant ’axe
des y) des réalisations de signaux fBm 1D d’index H, = H = 1/3. (a) Une image
(1024 x 1024) d’une telle surface codée du blanc (min) au noir (max). (b) Profil d’une
coupe le long de 'axe des z. (c) Profil d’une coupe le long de 'axe des y.

premier lieu aux grandes échelles ou les lignes de maxima sont beaucoup moins nombreuses.
Les résultats présentés dans la figure 2.29 montrent de facon convaincante que ’estimation
des spectres 7(q) et de D(h) par la méthode MMTO 2D ne souffrent d’aucun probléeme
de convergence statistique dans la mesure ou, pour le nombre d’images (1024 x 1024)
analysées, on se limite a des valeurs de g comprises dans l'intervalle [—3, 6] pour les échelles
considérées.

2.6 Application de la méthode MMTO 2D a des surfaces
rugueuses autoaffines anisotropes

D’apres leur définition dans la section 2.5, les surfaces Browniennes 2D isotropes ne consti-
tuent pas un modele suffisamment général pour la plupart des surfaces rugueuses observées
naturellement ou expérimentalement [2,3,5-20,72,73]. Une contrainte importante impo-
sée par ce modele est I'isotropie qui semble étre une vision plutot idéaliste du concept de
rugosité et de ses évidences expérimentales [2,3,6,7,9,72-74,79,130-133,175]. Un incon-
vénient de nature beaucoup plus fondamentale est le fait qu’un seul parametre, I’exposant
de Hurst H, suffise a caractériser les propriétés d’invariance d’échelle des surfaces Brow-
niennes fractionnaires. Celles ci se révelent donc totalement inadaptées pour rendre compte
de probables fluctuations de rugosité comme on peut généralement s’y attendre dans des si-
tuations expérimentales. Le chapitre 3 sera consacré a I'analyse de telles surfaces rugueuses
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Fig. 2.31 — Analyse spectrale d’une image (1024 x 1024) de surface rugueuse autoaf-
fine anisotrope (Fig. 2.30a). (a) In S(ks, ky) codée du blanc (min) au noir (max). (b)
In S(kg, k,) en fonction de k; a k, fixé. (¢) In S(k;, ky) en fonction de k, a k; fixé.

multifractales [120,122,129]. Nous abordons dans cette section I’étude des propriétés d’in-
variance d’échelle de surfaces rugueuses autoaffines anisotropes [72-74,79,130-133].

Un moyen naturel d’introduire de ’anisotropie dans la transformée de Fourier d’une
surface est d’effectuer des intégrations fractionnaires d’ordres différents suivant deux direc-
tions orthogonales [176]. La figure 2.30a représente une image (1024 x 1024) d’une surface
rugueuse obtenue en superposant suivant 1’axe des y des réalisations de signaux fBm 1D
d’index H, = H = 1/3 (Fig. 2.30b). Ainsi, la direction y modélise une sorte de bruit blanc
(Fig. 2.30c), dont I'exposant de rugosité est H, = —1/2. Les résultats de ’analyse spec-
trale de cette image sont rapportés dans la figure 2.31. On constate que la densité spectrale
présente une forte anisotropie :

S(ky, k) ~ { : (2.85)

ky—(QHy-I—l)’ VE,

c’est-a-dire que 'exposant spectral est différent suivant ’axe des z, 8, = 2H, + 1 = 5/3,
et suivant l'axe des y, 3, = 2H, + 1 = 0.

2.6.1 Calcul numérique des spectres 7(q) et D(h)

Cette sous-section est consacrée a l’analyse avec la méthode MMTO 2D de surfaces au-
toaffines anisotropes du type de celle représentée dans la figure 2.30a. A cette fin, nous
avons calculé les squelettes des transformées en ondelettes de 32 réalisations (1024 x 1024)
de telles surfaces avec 'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans les
figures 2.1a et 2.1b. La figure 2.32 représente les chaines de maxima et les MMMTO obte-
nus a différentes échelles pour l'une de ces images. On remarque sur cette figure que les
chaines de maxima se positionnent horizontalement et que le vecteur gradient T, associé
aux MMMTO (e) pointe majoritairement dans la direction de I'axe des y (Ayp = +7/2).
Cette constatation est de plus en plus évidente lorsque I'on descend dans les échelles. Dans
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Fig. 2.32 — Analyse par transformée en ondelettes 2D de 'image (1024 x 1024) de la
surface rugueuse anisotrope présentée dans la figure 2.30a. 1) est 'ondelette analysatrice
isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans les figures 2.1a et 2.1b. Chaines de maxima (trait
plein) calculées aux échelles suivantes : @ = ow (a), 20w (b), 4ow (c) et 8ow (d). Les
fleches représentent le vecteur gradient Ty aux MMMTO (o).

la limite a — 07, le nombre de MMMTO se multiplie comme a*

, recouvrant progressivement
la totalité de la surface analysée, preuve que cette surface est singuliere en chacun de ses
points. L’analyse locale des propriétés d’invariance d’échelle de cette surface est rapportée
dans la figure 2.33. Méme si cela est moins prononcé, on constate, comme dans le cas
des surfaces de surfaces Browniennes fractionnaires, que 1’évolution du module M,, dans
les échelles fluctue d’une ligne de maxima a 'autre (Fig. 2.33a). Toutefois, sur quasiment
toutes les lignes, le module croit depuis les grandes vers les petites échelles, ce qui suggere
que la majorité des singularités concernées par ces lignes présentent des exposants de Hol-
der négatifs. Cette observation est confirmée par le calcul de la moyenne de M,, (o) sur
I’ensemble des lignes de maxima représentées dans la figure 2.33 :

<M >g(~ a?v ~ a2, (2.86)

La figure 2.33b révele la convergence de I'argument Ay, vers +7/2 quelle que soit la ligne
de maxima considérée. Cette figure souligne, non seulement 1’existence d’une anisotropie
locale, dans le sens ou l’évolution de A, le long d’une ligne tend vers une valeur bien
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Fig. 2.33 — Comportement du module My, (a) et de argument Ay (b) de Ty le long
de quelques lignes de maxima du squelette de la transformée en ondelette de I'image
représentée dans la figure 2.30a. (c) tan(Ay) en fonction de a en échelles logarithmiques.
Les symboles (o) correspondent a la moyenne de My, et de Ay (c) sur ces lignes. La
moyenne de Ay sur les squelettes des 32 images est représentée par les symboles (o).
Dans un souci de clarté nous avons décalé verticalement les points de ces moyennes. Les
traits interrompus indiquent les pentes h = H, = —1/2 (a) et —H, = —1/3 (c). Les
échelles a sont exprimées en unité oy .

précise, mais surtout elle met en évidence I’existence d’une anisotropie globale, dans le sens
ou suivant toutes les lignes de maxima Ay, converge vers le méme angle limite (a m pres). La
figure 2.33c tente de quantifier cette convergence. Bien que 1’évolution de tan(Ay) le long
de chaque ligne de maxima en échelles logarithmiques présente une tendance croissante
depuis les grandes vers les petites échelles, il est assez difficile d’effectuer une estimation
quantitative de cette divergence. Cependant si nous examinons maintenant la moyenne de
Ay (®) sur toutes ces lignes maxima, il devient tout & fait convaincant de proposer un
comportement statistique en loi de puissance de cette divergence :

Hy

tan(< A >g()) ~ a M ~ a5, (2.87)

Ainsi a partir du comportement dans les échelles des moyennes de My, et de Ay, le long
des lignes de maxima, il est possible de mesurer les deux exposants H, < H, qui ca-
ractérisent les propriétés d’invariance d’échelle anisotropes des surfaces rugueuses consi-
dérées. Le comportement de la moyenne de M, donne acces a l'exposant de Holder
h = min(H,, H,) = H,. Le comportement de la moyenne de Ay contient I'information
sur le deuxieme exposant H = max(H,, H,) = H, (= h/a suivant les notations utilisées
dans les équations (2.36) et (2.37)).

La figure 2.34 présente les résultats des calculs des spectres 7(¢q) et D(h) par la méthode
MMTO 2D présentée dans la section 2.4. Ces résultats ont été obtenus par moyenne recuite
sur les squelettes des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024). La fonction de
partition Z(q, a) (Eq (2.59)) est représentée dans la figure 2.34a en échelles logarithmiques,
pour différentes valeurs de g. Ces données présentent un comportement linéaire bien établi
pour les échelles 220y < a < 2%0yw. Le spectre 7(q) obtenu par régression linéaire de
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Fig. 2.34 — Détermination des spectres 7(¢) et D(h) de surfaces rugueuses autoaflines
anisotropes par la méthode MmmTO 2D. (a) log, 2(¢, a) en fonction de log, a. (b) h(g, a)
en fonction de log, a. (¢) 7(¢) en fonction de ¢, obtenu & partir des régressions linéaires
illustrées sur la figure (a). (d) D(h) en fonction de h, obtenu via ’estimation de h(g)
(BEq. (2.68)) et de D(q) (Eq. (2.69)). L’ondelette analysatrice est 'ondelette isotrope
d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.32. Ces résultats correspondent & une moyenne
recuite sur 32 images (1024 x 1024) telle que celle représentée dans la figure 2.30a. Les
échelles @ sont exprimées en unité op . La droite en trait plein dans (c) correspond au
spectre théorique 7(¢) = ¢H, — 2= —q/2 — 2.
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Fig. 2.35 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO de
32 images (1024 x 1024) de surfaces autoaffines anisotropes du type de celle représentée
dans la figure 2.30a, pour les échelles a = ow, 20w, 40w et 8ow . (a) P, (M) en fonction
de M. (b) P,(A) en fonction de A. L’ondelette analysatrice est l'ondelette isotrope
d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.34.

log, Z(q, a) sur cet intervalle d’échelles est représenté sur la figure 2.34c. Pour ¢ compris
entre —2 et 2, les données se positionnent avec une remarquable précision sur une droite de
pente H, = —1/2. La droite en trait plein dans la figure 2.34c correspond a la prédiction
théorique du spectre pour une surface rugueuse autoaffine homogene anisotrope d’exposant
de Hoélder unique h = min(H,, H,) = H, = —1/2, c’est-a-dire 7(¢) = —q/2 — 2. Pour
q > 2, les données s’écartent légerement de cette prédiction pour des raisons d’effets de
taille finie et de convergence statistique. Remarquons, cependant, qu’une régression linéaire
des points expérimentaux reste tout a fait raisonnable pour —2 < ¢ < 8, et conduit a une
pente h = —0.48 £ 0.02. Ce résultat est confirmé par ’application de la procédure de
régression linéaire a h(q,a) (Fig. 2.34b), qui fournit, toujours pour ¢ € [—2, 8], une valeur
h(q) = —0.48 £ 0.02, indépendante de ¢. Ainsi le calcul du spectre des singularités D(h)
via l'estimation des exposants h(q) (Eq (2.68)) et D(q) (Eq (2.69)) confirme que celui ci
se réduit a un seul point D(h = —0.484+0.2) =2+0.2 (D(h) = —o0 pour les autres valeurs
de h). Ces résultats confirment que la méthode MMTO 2D permet d’extraire avec efficacité
et précision les propriétés d’invariance d’échelle anisotropes et homogenes (monofractales)
des surfaces rugueuses autoaffines.

2.6.2 Densités de probabilité

La figure 2.35 représente les pdfs des coordonnées polaires (My, et Ay) de Ty calculées a
partir des squelettes des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024) de surfaces
rugueuses autoaffines anisotropes du type de celle représentée dans la figure 2.30a. On
constate que, contrairement aux surfaces Browniennes fractionnaires (Fig. 2.24a), P,(M)
s’étale et sélargit lorsque I'on descend dans les échelles (Fig. 2.35a). Ce comportement
est significatif de la présence dans la surface de singularités d’exposant de Holder négatif
(My ~ a"). On retrouve la forte anisotropie de la surface dans la forme « piquée » en
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Fig. 2.36 — Représentation dans le plan (Ty,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO pour les échelles « = ow (a), 20w (b), 4ow (c) et 8ow (d). Mémes
conditions de calcul que dans la figure 2.34.

+7/2 des pdfs de I'argument Ay (Fig. 2.35b), ainsi que dans la forme oblongue de la
distribution du vecteur gradient Ty, aux MMMTO dans le plan (Ty,, Ty,) (Fig. 2.36). Cette
anisotropie de plus en plus prononcée dans la direction y lorsque 1'on descend dans les
échelles, est la signature de ’existence de deux exposants différents suivant les directions
x et y. Ces exposants sont mis en évidence dans la figure 2.37 ou nous avons séparé les
comportements suivant chaque direction, en représentant en échelles semi-logarithmiques
et pour plusieurs échelles, les pdfs de Ty, /af’='/? (Fig. 2.37a) et de Ty, /a~'/? (Fig. 2.37b) ou
H = H, = 1/3. On constate, aussi bien pour Ty, que pour Ty,, que les courbes obtenues
aux différentes échelles examinées se remettent remarquablement sur une méme courbe
suivant les relations :

P(Tu111(£(0)) = By (T, [F](£(a)) fa"112)
et (2.88)

P(Tw [/] (L(a))) = PQ(T% [£1(£(a)) /a—m),

ou Py et P, sont des fonctions universelles qui ne dépendent pas de 1’échelle a. Ainsi
I’évolution dans les échelles des densités de probabilité des coordonnées cartésiennes Ty, et
Ty, de Ty, est respectivement gouvernée par I'exposant H — 1/2 = H, + H, et 'exposant
—1/2 = H,, ou H, et H, sont les exposants utilisés lors de la construction des surfaces
autoaffines anisotropes étudiées.

Afin de pouvoir prédire les comportements statistiques du module My, et de 'argument
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Fig. 2.37 — Pdfs des coordonnées cartésiennes de Ty pour les échelles a = ow, 20w,
dow et Sow. (a) In(P,(Ty,)) en fonction de Ty, /af=+Hv_ (b) In(P,(Ty,)) en fonction
de Ty,/a"s avec H, = H = 1/3 et H, = —1/2. Mémes parametres de calcul que dans
la figure 2.34.

Ay de Ty, a partir de ceux de Ty, et de Ty, nous allons raisonner sur le cas d’une singularité
isolée. Soit une surface possédant un singularité isolée localisée au point b, telle que le long
d’une ligne de maxima qui pointe vers b, le comportement des composantes du vecteur
gradient Ty, = (Ty,,Ty,) soit le suivant :

Ty, [f](Lp(a)) ~ afT=1/2 ~ gHetHy,
! (2.89)
T¢2[f](£’b(a)) ~ a2~ gy,

Son module suit donc le comportement :
My[fl(Lv(a)) ~ (Apa®' + Bya™")'/2,
~ 4 1/2
~at (14 gatt) (2.90)
~ aflv (1 + ;}—iaQHx)l/Za
ou Ay et By sont des préfacteurs qui dépendent de la forme de l'ondelette analysa-
trice. Ainsi, dans la limite @ — 07, on obtient la valeur de ’exposant de Holder local
H, = —1/2 = min(1/3,-1/2) = min(H,, H,) de cette surface en b. De plus, a partir

de I'équation (2.90), nous pouvons extraire le terme correctif du premier ordre dans le
comportement de My, :

A
My f1(Ln(a)) ~ a™? + ﬁazH_l/Q, a— 0t (2.91)

De méme on peut exprimer le comportement de 'argument A, :

tan Ay[f](Lv(a)) = Ty, [f(Ln(a)) /Ty, [fl(Ln(a)) ~ a™ ~a™ a = 0%, (2.92)
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On constate que ces prédictions théoriques dans le cas d’une singularité isolée, rejoignent
le comportement mesuré dans les équations (2.86) et (2.87) pour les moyennes de My, et
de Ay sur les lignes de maxima des squelettes des transformées en ondelettes de surfaces
rugueuses autoaffines anisotropes étudiées dans cette section. Comme dans le cas des sur-
faces Browniennes fractionnaires, I’étude du comportement de My, et Ay le long d'une
ligne de maxima associée a une surface autoaffine anisotrope permet a prior: de prédire,
dans la mesure ou la gamme d’échelles accessible a ’analyse est suffisamment importante,
le comportement sur chacune des lignes de maxima (et donc sur la moyenne effectuée sur
I’ensemble du squelette) d’une surface homogene monofractale dont toutes les singularités
possedent les mémes caractéristiques. Ainsi, la méthode MMTO 2D permet non seulement
d’extraire une information statistique sur les propriétés de régularité d’une surface ru-
gueuse, mais de plus elle permet de révéler et de caractériser la présence éventuelle d’une
brisure de l'isotropie dans les propriétés d’invariance d’échelle de telles surfaces. Dans
I’exemple des surfaces autoaffines anisotropes étudiées dans cette section, cette méthode
nous a permis d’extraire avec une excellente précision les deux exposants H, = H = 1/3
et H, = —1/2 qui caractérisent completement les propriétés d’invariance d’échelle de ces
surfaces rugueuses.

2.7 Discussion

Dans ce chapitre nous avons présenté une généralisation en 2D de la méthode MMTO
1D [46-50] qui a déja remporté certains succes dans des domaines aussi variés que la
turbulence pleinement développée [46-48, 95-100], 1’étude de séquences d’ADN [106-109]
ou les signaux financiers [110, 111]. Nous avons validé cette méthode sur des cas d’école
de surfaces synthétiques représentant des fonctions monofractales (homogenes) dont les
propriétés d’invariance d’échelle sont soit isotropes soit anisotropes. Dans le chapitre 3 nous
testerons plus avant cette méthode sur des surfaces synthétiques possédant des propriétés
multifractales. Les cas qui retiendront notre attention seront principalement des surfaces
rugueuses générées par des processus multiplicatifs de cascades aléatoires log-infiniment
divisibles.

Nous terminons ce chapitre en évoquant la possibilité d’utiliser la méthode MMTO 2D
pour d’autres applications en analyse et en traitement d’image. En ce qui concerne les pre-
mieres tentatives d’application des concepts du formalisme multifractal a I’analyse d’image,
nous renvoyons le lecteur au travail de Lévy-Véhel dans les Réfs [177,178].

2.7.1 Détection de contours par la méthode MMTO 2D

Dans cette section, nous présentons une approche qui permet d’utiliser le squelette de
la transformée en ondelettes afin d’identifier les contours dans une image. Nous allons
baser notre explication sur le cas d’école illustré dans de la figure 2.38a. Le plus souvent les
structures d’une image sont délimitées par des lignes plus ou moins régulieres correspondant
a un saut de l'intensité. Dans la figure 2.38a, nous avons représenté une image composée
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Fig. 2.38 — Détection de contours par la méthode MmMTO 2D. (a) Image analysée : un
carré superposé a un bruit blanc de faible intensité. Chaines de maxima (trait plein)
calculées aux échelles a = 20w (b), 4ow (c) et 8ow (d). Les fleches représentent le
vecteur gradient T, aux MMMTO (e). 7 est I'ondelette analysatrice isotrope d’ordre
ny = 1 illustrée sur les figures 2.1a et 2.1b.

d’un carré superposé a un bruit blanc de tres faible amplitude (256 fois plus faible que
celle du carré). Le calcul du squelette de la transformée en ondelettes de cette image avec
I'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans les figures 2.1a et 2.1b est
représenté dans les figures 2.38b (¢ = 20w), 2.38¢c (a = 4ow) et 2.38d (a = 8ow). A
chaque échelle, une chaine fermée de maxima suit plus ou moins fidelement le contour du
carré. Remarquons que cette chaine approche de mieux en mieux les bords du carré que
I’échelle est petite. Intéressons nous, maintenant, au vecteur gradient T, (fleches) associé
aux MMMTO appartenant au squelette de la transformée en ondelettes. On constate que
le module My, des MMMTO qui se trouvent localisés sur la chaine approchant le contour
du carré est beaucoup plus important que les modules des autres MMMTO et ceci quelle
que soit 1’échelle a. Cela est illustré sur la figure 2.39 ou nous avons représenté pour
plusieurs échelles, la densité de probabilité P,(M) des MMMTO appartenant au bord du
carré (Fig. 2.39a), comparativement a la densité de probabilité P,(M) des autres MMMTO
(Fig. 2.39b). On constate dans ce dernier cas que le fait d’avoir normalisé M, par a™*,
permet de remettre toutes les courbes obtenues a différentes échelles sur une unique et
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Fig. 2.39 — Pdfs du module des MMMTO des sous-squelettes de la transformée en onde-
lettes de I'image illustrée dans la figure 2.38a. (a) In P,(M) en fonction de M, pour le
sous-squelette constitué des lignes de maxima convergeant vers les bords du carré (voir
texte). (b) In P,(M) en fonction de M/a~!, pour le sous-squelette constitué des autres
lignes de maxima correspondant au bruit blanc. L’ondelette analysatrice est I'ondelette

isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.38. Le échelles sont les mémes que dans
la figure 2.38

meéme courbe. Ceci est la preuve que les MMMTO concernés ont un module qui se comporte
en loi de puissance dans les échelles avec un exposant h = —1, qui est effectivement
I’exposant de Holder des singularités d’un bruit blanc 2D. De méme, dans la figure 2.39a,
les distributions calculées a toutes les échelles se réduisent a un seul et méme point. Ainsi le
long des lignes de maxima qui convergent , dans la limite a — 0%, vers I'un quelconque des
points du bord du carré, My, n’évolue pas dans les échelles. Ce comportement est significatif
d’une singularité d’exposant de Holder h = 0, c’est-a-dire une discontinuité correspondant
a un saut de la fonction étudiée. L’utilisation du squelette de la transformée en ondelettes
nous permet donc de sélectionner les lignes de maxima qui correspondent au contour du
carré. Leur nombre se multiplie comme a~! lorsque I'on descend dans les échelles et dans
la limite @ — 0%, les MMMTO correspondants finissent par recouvrir totalement les bords
du carré.

En complément de I’étude des pdfs du module, on peut envisager de calculer les spectres
7(q) et D(h) (Fig. 2.40) sur chacun des deux sous-squelettes de la transformée en ondelettes
2D définis par ces deux sous-ensembles de MMMTO. On constate dans la figure 2.40a que
les MMMTO du bord du carré correspondent & un spectre 7(g) horizontal. La linéarité de
ce spectre confirme la présence d’un exposant de singularité unique de valeur h = 0 (pente
nulle). Une transformation de Legendre directe conduit a un spectre des singularités D(h)
(Fig. 2.40b) réduit au seul point D(h = 0) = 1 (D(h # 0) = —o0), qui indique que la
dimension associée a cet exposant est bien celle d’une ligne Euclidienne, a savoir le contour
du carré en question. La figure 2.40c correspond au spectre 7(q) calculé a partir des MMMTO
associés au bruit blanc. A nouveau les données mettent en évidence un comportement
linéaire bien défini, signature de la présence d’un seul exposant d’invariance d’échelle dont
la valeur A = —1 est donnée par la pente de 7(¢). Les données de la figure 2.40c étant en
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Fig. 2.40 — Détermination des spectres 7(¢) et D(h) de I'image représentée dans la
figure 2.38a. La méthode MMTO 2D est appliquée aux deux sous-squelettes de la trans-
formée en ondelettes 2D définis dans le texte. Sous-squelette correspondant aux bords
du carré : (a) 7(g) en fonction de ¢; (b) D(h) en fonction de h. Sous-squelette corres-
pondant au bruit blanc : (¢) 7(g) en fonction de ¢ : (d) D(h) en fonction de h. Mémes
conditions de calcul que dans les figures 2.38 et 2.39.

excellent accord avec le comportement théorique 7(¢) = —¢— 2, il n’est pas surprenant que
le spectre D(h) (Fig. 2.40d) obtenu par transformation de Legendre ne comporte qu'un
seul point D(h = —1) = 2 (D(h # —1) = —o0). Ce spectre est caractéristique de la
monofractalité du bruit blanc présent dans toute 'image. Nous pouvons ainsi identifier
sans difficulté les lignes de maxima convergeant vers le contour du carré le long desquelles
My est important et constant (Fig. 2.39a), parmi les lignes de maxima correspondant au
bruit le long desquelles My, est beaucoup plus faible et dépend de 1’échelle.

2.7.2 Débruitage d’une image par la méthode MMTO 2D

Les méthodes de débruitage d’images par seuillage des coefficients en ondelettes ont été
appliquées avec certain succes dans des domaines tres variés, allant de la restauration
d’images photographique jusqu’a I'imagerie médicale [28,30, 32, 36]. Parmi les méthodes
plus ou moins sophistiquées proposées jusqu’a ce jour [179-184], la méthode MMTO 2D
semble étre une alternative prometteuse. Nous avons reproduit dans la figure 2.41a, I'image
du carré bruité de la section précédente, mais avec un bruit blanc d’intensité cette fois bien
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Fig. 2.41 — Débruitage d’une image par la méthode MMTO 2D. (a) Image analysée : un
carré superposé a un bruit blanc de forte intensité (4 fois celle du carré). Chaines de
maxima (trait plein) calculées aux échelles suivantes @ = ow (b), 4dow (c) et 8ow (d).
Les fleches représentent le vecteur gradient T, aux MMMTO (e). Notons que (b) et (c)
correspondent a des agrandissement de la zone délimitée par le trait interrompu dans
(a). 9 est 'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans la figure 2.38.

supérieure (4 fois) a celle du carré. Le rapport signal sur bruit est désormais tellement
faible, qu’il est tres difficile de reconnaitre le carré dans la figure 2.41a. Cependant le calcul
du squelette de la transformée en ondelettes dans les figures 2.41b, 2.41c et 2.41d permet a
nouveau d’extraire une approximation des contours du carré tout a fait acceptable. En effet,
méme si a petite échelle (Fig. 2.41b) il devient de plus en plus délicat de repérer les chaines
de maxima qui sont proches des bords du carré a cause de I'importance du bruit, au dessus
d’une valeur a = a* (Figs 2.41c et 2.41d) il est possible de séparer les MMMTO associés
au contour du carré de ceux qui correspondent au bruit blanc. Cette distinction se voit
autant sur l'organisation spatiale des chaines de maxima (présence évidente d’une chaine
fermée sur la figure 2.41d), que sur le comportement du vecteur gradient Ty, le long de ces
chaines. Comme dans la section précédente, en observant le comportement de My, sur une
certaine gamme d’échelles supérieures a a*, on peut donc a nouveau espérer pouvoir séparer
le squelette en deux sous-squelettes, 'un étant constitué de lignes de maxima convergeant
vers les bords du carré dans la limite a — 07, et l'autre étant constitué des lignes de
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Fig. 2.42 — Pdfs du module des MMMTO des sous-squelettes de la transformée en onde-
lettes de I'image illustrée dans de la figure 2.41a, calculées aux échelles a = 2o (a) et
8ow (b). L’ondelette analysatrice est I'ondelette isotrope d’ordre ny = 1 utilisée dans
la figure 2.41.

maxima correspondant au bruit. La figure 2.42 représente les pdfs P,=2,,, (M) et Py=gs,, (M)
obtenues a petite et a grande échelle. On constate que pour a = 8ow (Fig. 2.42b), cette
pdf présente deux bosses bien distinctes autour de deux valeurs différentes du module M.
L’une, autour de My, = 75, correspond aux lignes de maxima convergeant vers les bords du
carré et n’évolue pas dans les échelles (M, ~ a"=° voir section précédente) ; 'autre, autour
de My, = 10, correspond au lignes de maxima associées au bruit blanc et s’étale aux petites
échelles (My, ~ a™'). Ainsi, lorsque a diminue, la distribution du module des gradients des
MMMTO associés au bruit blanc finit par atteindre (a I’échelle a*) et recouvrir celle associée
aux MMMTO correspondant aux bords du carré, rendant impossible la discrimination entre
ces deux catégories de MMMTO. C’est ce que 1’on observe sur la figure 2.42a pour a = 2ow.

Ainsi a I’échelle a*, qui est la plus petite échelle ou cette séparation est possible, nous
disposons d’un ensemble de MMMTO qui sont a priori associés au bord du carré. Ces
MMMTO appartiennent a des lignes de maxima qui existent a des échelles plus petites
que a*. A chaque échelle a < a*, ces lignes de maxima sont définies par des MMMTO qui
appartiennent a certaines chaines de maxima. La figure 2.43 montrent ces chaines pour
deux échelles supérieures a a* (Figs. 2.43c et 2.43d) et pour deux échelles inférieures & a*
(Figs. 2.43a et 2.43b). On constate qu’a grande échelle, il n’y a qu’une seule chaine fermée
qui fournit une approximation raisonnable du carré a cette résolution. Pour les deux plus
petites échelles, les chaines se multiplient et sont de plus en plus irrégulieres. Dans une
optique de reconstruction de I'image, plusieurs approches sont possibles. Elles consistent
toutes a utiliser I’algorithme de reconstruction a partir des chaines de maxima proposé par
Mallat et al [90,91]. La différence entre ces approches réside dans le choix des chaines a
utiliser. On peut par exemple, choisir de ne sélectionner que les chaines qui contiennent
sans ambiguité des MMMTO associés au bord du carré, c’est-a-dire celles identifiées a des
échelles supérieures ou égales a a*. Le résultat donne un carré lissé a I’échelle a*. Un autre
choix possible est de garder toutes les chaines par lesquelles passe au moins une ligne de
maxima identifiée a ’échelle ¢* comme convergeant vers le contour du carré. Ainsi, on
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Fig. 2.43 — Débruitage de 'image illustrée dans la figure 2.41a par la méthode MMTO
2D. Chaines de maxima par lesquelles passent au moins une ligne de maxima identifiée
a I’échelles ¢* comme associée aux bords du carré. Quatre échelles sont représentées :
a = 2%low (a), 2%ow (b), 2%low (c) et 2%loy (d). L'ondelette analysatrice est
I’ondelette isotrope d’ordre n, = 1 utilisée dans la figure 2.41.

conserve des chaines de maxima a des échelles a < a* et on accede a des détails plus
fins, méme s’ils sont bruités. Cette approche peut étre combinée a une régularisation des
chaines sélectionnées aux échelles a < a*. Cette régularisation peut se faire en appliquant
un lissage a ces chaines, ou en les remplagant tout simplement par celles de 1’échelle a*. Un
telle stratégie débouche sur un carré dont les coins sont arrondis a I’échelle a*, mais dont les
bords sont beaucoup plus nets. Enfin, la mise en ceuvre d’un algorithme de reconstruction
basé directement sur les MMMTO (et non plus sur les chaines de maxima) permettrait de
contourner ce probleme de sélection des chaines de maxima et, d’'un point de vue plus
général, fournirait un outil de synthese basé sur une représentation plus compacte.

Pour finir, signalons que le but de cette section est simplement d’attirer ’attention sur des
applications possibles de la méthode MMTO 2D en traitement et analyse d’images. Cette
méthode allie les avantages de 'approche multifractale [177,178] a ceux des différentes
méthodes de seuillage par ondelettes [179-184]. Fortement inspirée par la méthode de
calcul des maxima du module de la transformée en ondelettes 2D développées par Mallat
et ses collaborateurs [90, 91], elle n’impose pas au bruit d’étre Gaussien et non corrélé.
La présence de corrélations dans le bruit entraineraient simplement un comportement en
loi de puissance d’exposant différent de o = —1 pour le module My, le long des lignes de
maxima concernées. Remarquons enfin qu’un seuillage est effectivement effectué a 1’échelle
a*, mais qu’il n’est pas nécessaire d’en effectuer un a chaque échelle de la décomposition.
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Chapitre 3

Application de la MMTO 2D a l'analyse
de surfaces multifractales synthétiques

3.1 Introduction

Depuis quelques années, les modeles de cascades multiplicatives ont suscité un intérét crois-
sant en tant que paradigme des objets multifractals [2,3,39-43,93,185]. La notion de cascade
fait référence a des processus autosimilaires dont les propriétés sont définies de fagon mul-
tiplicative depuis les grandes jusqu’aux petites échelles. C’est en ce sens que cette notion
occupe une place centrale dans la théorie statistique de la turbulence pleinement dévelop-
pée [20,87,185]. Depuis le célebre poeme de Richardson [186], 'image de la cascade turbu-
lente a souvent été utilisée pour représenter le phénomene d’intermittence observé dans les
écoulements hydrodynamiques a haut nombre de Reynolds [20,87, 186-189] : I’énergie est
transférée d’échelle en échelle pour finalement étre dissipée aux petites échelles par les effets
visqueux. Contrairement a la théorie développée par Kolmogorov en 1941 [190], le taux de
transfert de I’énergie cinétique n’est pas réparti de facon homogene dans ’espace, mais pré-
sente de fortes fluctuations locales distribuées plus ou moins aléatoirement [20,87,188,189].
Depuis environ quarante ans, la littérature s’enrichit de modeles de plus en plus sophisti-
qués pour représenter le processus de cascade d’énergie dans les écoulements turbulents.
Ce sont principalement le modele log-normal de Kolmogorov [191] et Obukhov [192], les
modeles multiplicatifs de cascades hiérarchiques comme le modele 3 aléatoire [193], le
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modele a [194], le modele p [195] (voir Réf. [185] pour une présentation détaillée de ces
modeles), les modeles log-stables [130,133,196] et plus récemment les modeles de cascades
infiniment log-divisibles [197-202] tel que le modele log-Poisson introduit par She et ses
collaborateurs [200, 203]. Sur un plan plus général, une cascade autosimilaire est définie
par la statistique des facteurs multiplicatifs utilisés a chaque étape du processus ainsi que
par I’évolution de ces facteurs dans les échelles [93,133,185]. On peut ainsi distinguer les
cascades discrétes, qui font intervenir des rapports d’échelles discrets entrainant des cor-
rections log-périodiques dans les lois d’échelle (invariance d’échelle discrete [204-206]), des
cascades continues sans facteur d’échelle privilégié (invariance d’échelle continue [197-202]).
En ce qui concerne le processus de fragmentation, on peut distinguer les cascades conserva-
tives (la mesure est conservée a chaque étape de la cascade) des cascades non-conservatives
(seulement une fraction de la mesure est transférée a chaque étape) [93]. D’un point de
vue plus fondamental, on peut définir deux grandes classes de processus de cascades au-
tosimilaires : les cascades déterministes qui correspondent généralement a des modeles
« solubles » [185] et les cascades aléatoires qui fournissent des modeles plus réalistes mais
dont I’étude des propriétés multifractales nécessite un soin tout particulier [93]. Membres
de cette derniere classe, les cascades M introduites par Mandelbrot [187,207,208] pour
modéliser le curdling aléatoire en turbulence pleinement développée, constituent le seul
modele pour lequel il existe des résultats mathématiques rigoureux [209,210]. Notons que
la plupart de ces modeles de cascades 1D possedent une généralisation en 2D, voire en
dimensions supérieures. Dans la mesure ou les systemes hautement turbulents (comme par
exemple la turbulence atmosphérique [12]) ont de grandes chances de posséder des lois
d’invariance d’échelle anisotrope, une modélisation qui se veut réaliste doit permettre la
prise en considération d’une anisotropie spatiale [12,130-133]. De plus, comme l'ont fait
remarquer Schertzer et Lovejoy [131], cette « premiere génération » de modeles de cascades
mangque incontestablement de flexibilité. En effet, ces modeles rendent compte uniquement
de la structure hiérarchique multiplicative des données dans le domaine spatial [133]. Afin
de modéliser ’évolution temporelle, c’est-a-dire ’aspect dynamique de la turbulence, ces
auteurs ont proposé une « seconde génération » de modeles qualifiés de cascades « espace-
temps » dans la mesure ou ils integrent des lois d’invariance d’échelle anisotrope par rap-
port a l'espace et au temps, ainsi que la brisure de la symétrie le long de I'axe temporel,
c’est-a-dire la causalité [131-133]. Pour les bases nécessaires a la manipulation des lois
d’échelle anisotropes « espace-temps », nous renvoyons le lecteur aux Réfs [132,133], ou les
concepts d’invariance d’échelle généralisée (GSI, de 'anglais Generalized Scale Invariance)
et de multifractales « espace-temps » ont été introduits et explorés.

Cependant, aussi bien en physique que dans d’autres domaines des sciences fondamen-
tales comme des sciences appliquées, les fractales interviennent tout autant sous la forme
de fonctions singulieres que sous la forme de mesures singulieres [2,3,5-21]. Ainsi, en turbu-
lence pleinement développée, les quantités directement observables sont plutot les champs
de vitesse et de température que le champ de dissipation [20,87, 188, 189]. Toutefois, si
dans la littérature il y a pléthore de modeles de cascades — monofractales ou multifrac-
tales, déterministes ou aléatoires — qui génerent des mesures singulieres a la limite des
petites échelles, par contre, on y trouve tres peu d’algorithmes pour synthétiser des fone-
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tions rugueuses multifractales d'une ou de plusieurs variables. Au-dela du probleme de la
description multifractale de telles fonctions (qui a trouvé une solution avec la méthode
MMTO décrite dans les références [38,46-50]), se pose en effet le probleme concret de la
construction d’une fonction multifractale. Schertzer et Lovejoy [130] ont proposé comme
stratégie d’utiliser un simple filtrage en loi de puissance (intégration fractionnaire) d’une
mesure singuliere engendrée multiplicativement par une modele de cascade. Cette approche
combine ainsi une procédure multiplicative avec une procédure additive qui n’est pas sans
rappeler certains algorithmes de synthese de mouvements Browniens fractionnaires (fBm,
de 'anglais fractionnal Brownian motion) [2,3,72,73,168]. Dans le méme esprit, le modele
de cascade bornée (bounded cascade model, en anglais) de Marshak et al [211] consiste a
jouer sur les poids multiplicatifs de la cascade (dans I’espace direct cette fois), pour re-
trouver la propriété de continuité des fonctions a la limite des petites échelles. Dans les
Réfs [88,89,212], la technique du déplacement du point milieu (midpoint displacement, en
anglais), utilisée pour construire des fBms, a été généralisée afin de générer des fonctions
multiaffines aléatoires comme déterministes. Véritable généralisation de la notion d’escalier
du diable, des fonctions multifractales ont été générées dans les Réfs [48,50] par intégration
ordinaire ou fractionnaire de mesures signées obtenues par des procédures de style cascade.
Plusieurs autres tentatives pour simuler une turbulence synthétique — qui posséderait les
mémes propriétés d’intermittence que les données expérimentales de vitesse turbulente —
ont conduit a des résultats plus ou moins convaincants [213-216]. Récemment, I'utilisation
des bases d’ondelettes pour construire des signaux invariants d’échelle [96,97,217-219] a
permis de généraliser aux fonctions, le concept de cascade autosimilaire utilisé jusqu’alors
uniquement pour créer des mesures singulieres. Désormais, la répartition multiplicative des
poids se fait, non plus sur des sous-intervalles du signal, mais sur la grille dyadique des
coefficients en ondelettes. Cette méthode a été mise en ceuvre pour générer des fonctions
multifractales correspondant a un processus multiplicatif aléatoire ou déterministe donné
au préalable. D’un point de vue mathématique, la convergence de ces cascades W et les pro-
priétés de régularité des fonctions déterministes ou stochastiques obtenues a la limite d’un
nombre infini d’étapes de construction, ont été discutées par Arneodo et ses collaborateurs
dans la Réf. [219].

Revenons a notre problématique de départ, a savoir les surfaces rugueuses générées par
des fonctions fractales de deux variables réelles. Nous avons vu, dans le chapitre 2, qu’il
existe plusieurs algorithmes couramment utilisés dans la littérature pour la génération de
surfaces Browniennes fractionnaires [72, 73,168,169, 171,172]. Nous avons montré que les
surfaces simulées par de tels processus additifs possedent des propriétés monofractales ho-
mogenes, a savoir qu’un seul exposant, appelé exposant de Hurst, suffit pour caractériser
leurs propriétés d’invariance d’échelle. En ce qui concerne les fonctions multifractales de
deux variables, a notre connaissance, seuls deux modeles ont été étudiés dans la littéra-
ture. Tous deux furent développés pour des applications atmosphériques et ne sont qu’une
simple généralisation a 2D des modeles de cascades singulieres intégrées fractionnairement
d’une part [130, 133, 220, 221], et de cascades bornées d’autre part [222,223]. Précisons
toutefois que cette these se situe dans un contexte qui se veut plus général que la turbu-
lence et les diverses applications possibles a la géophysique (cet aspect sera traité dans le



112 MMTO 2D : analyse multifractale

chapitre 4). Ainsi notre premier objectif dans ce chapitre est d’explorer et d’exploiter les
différents moyens de générer des surfaces rugueuses possédant une statistique multifractale
prédéfinie. Pour cela, nous allons nous baser sur le concept des cascades W aléatoires dé-
finies sur I'arbre dyadique de la décomposition en ondelettes 1D discrete [96-98,217-219].
L’idée est de définir une nouvelle classe de fonctions de carré sommable (énergie finie) de
R? dans R, en utilisant les bases orthogonales d’ondelettes séparables en 2D. Les proprié-
tés multifractales résultent directement du processus multiplicatif utilisé pour calculer les
coefficients en ondelettes : ces fonctions sont construites récursivement sur la représen-
tation espace-échelles fournie par la base orthogonale d’ondelettes, « cascadant » depuis
une grande échelle arbitraire jusqu’aux petites échelles. Ces modeles de cascades W 2D
aléatoires possedent deux avantages majeurs dans la perspective de recherches futures.
D’un point de vue théorique, I'utilisation des bases orthogonales d’ondelettes fournit un
cadre mathématique propice a des résultats rigoureux. D’un point de vue pratique, le
fait d’utiliser une approche multirésolution séparable permet de mettre en ceuvre un algo-
rithme simple et efficace pour la synthese de surfaces rugueuses multifractales. Précisons
que cet algorithme est suffisamment souple pour permettre la modélisation de proprié-
tés d’invariance d’échelle anisotropes. Notre deuxieme et principale préoccupation dans ce
chapitre est de tester la robustesse et la fiabilité de la méthode MMTO 2D présentée dans
la section 2.4. Dans ce but, nous allons abondamment utiliser cet algorithme de synthese
multirésolution pour créer des collections d’images numériques de surfaces rugueuses mul-
tifractales, chaque famille correspondant a un processus de cascade particulier (processus
log-normal, processus log-Poisson, etc.). Pour chaque ensemble d’images ainsi synthétisées,
nous pouvons alors appliquer la méthode MMTO 2D afin de calculer numériquement les
spectres multifractals 7(q) et D(h) avant de les comparer aux prédictions théoriques. Dans
la perspective de ’exploitation de données satellites sur la structure de nuages que nous
développerons dans le chapitre 4, nous présentons, pour comparaison, les résultats obte-
nus avec le modele de cascades singulieres intégrées fractionnairement [130, 133,220, 221]
précédemment évoqué comme exemple de modele réaliste en géophysique.

Il est important de remarquer que la détermination des spectres multifractals fournit
essentiellement une description statistique des propriétés d’invariance d’échelle des images
analysées. En effet, de I"analogie qui existe entre la description multifractale et la ther-
modynamique statistique [39-46], il ressort que les spectres 7(q) et D(h) jouent le role
de potentiels thermodynamiques, a savoir 1’énergie libre et 1’entropie. Or les potentiels
thermodynamiques ne contiennent qu’une information dégénérée sur 1’« Hamiltonien » du
probleme, a savoir, dans le cas qui nous intéresse, le processus multiplicatif sous-jacent a
la structure hiérarchique des fluctuations de rugosité de la surface étudiée [100,104]. Ainsi,
il n’est pas surprenant que la détermination expérimentale des spectres 7(q) et D(h) de
champs turbulents ne permette pas de faire la distinction entre différents modeles de cas-
cades (déterministes ou aléatoires) existants. Afin de dépasser la description multifractale
classique, Castaing et ses collaborateurs [201,224-230] ont proposé une nouvelle approche
du phénomene d’intermittence en turbulence pleinement développée. L’idée consiste a mo-
déliser I’évolution dans les échelles de la forme de la densité de probabilité (pdf, de I'anglais
probability density function) des incréments de vitesse, par une équation fonctionnelle qui
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relie deux échelles par I'intermédiaire d’un noyau (. Expérimentalement, on observe une
évolution caractéristique de cette pdf depuis une forme approximativement Gaussienne a
grande échelle vers des profils a queues exponentielles étirées a petite échelle [224,231-234].
Le noyau GG contient en fait une information sur 'autosimilarité du processus multiplica-
tif sous-jacent : sa forme est déterminée par la nature du processus de fragmentation a
chaque étape de la cascade, alors que la maniere dont il dépend des deux échelles mises
en jeu reflete les propriétés d’invariance d’échelle de la cascade. Dans leur travail explora-
toire, Castaing et al [201,224-229] se sont principalement concentrés sur l'estimation de
la variance de (G ainsi que sur son comportement dans les échelles. Arneodo et ses colla-
borateurs ont récemment généralisé cette approche en remplagant les incréments par les
coefficients de la transformée en ondelettes, afin d’accéder a la forme générale du noyau
G [96,97,100,218]. Cette méthode a d’abord été testée sur des signaux turbulents synthé-
tiques 1D, pour ensuite étre appliquée aux données de la turbulence et en particulier au
champs de vitesse [96,97,100,218]. Le calcul du noyau G aux plus grands nombres de Rey-
nolds accessibles expérimentalement, met clairement en évidence I'existence d’une gamme
d’échelles conséquente pour laquelle la forme de & est invariante et remarquablement bien
reproduite par une loi log-normale [96,97,100]. (Remarquons que cette observation four-
nit une définition objective du domaine inertiel.) De plus, le fait que le nombre d’étapes
de la cascade évolue en loi de puissance en fonction de 1’échelle (et non en fonction de
son logarithme), est la signature d’une brisure de I'invariance d’échelle [96,97, 100, 235].
Cependant, comme le suggerent des études menées pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds, la description multifractale basée sur un processus multiplicatif log-normal in-
variant d’échelle est une solution tout a fait plausible au phénomene d’intermittence dans
la limite asymptotique des grands nombres de Reynolds [97,100,235].

Comme cela a été fort justement remarqué dans la Réf. [236], I'utilisation des fonctions de
corrélation dans ’espace mais aussi dans les échelles, permet d’effectuer un pas significatif
supplémentaire dans la recherche de processus multiplicatifs de cascade. Le squelette de
la transformée en ondelettes, défini par les maxima locaux de son module, contient en
effet toute I'information « espace-échelles » nécessaire a cette analyse statistique a « deux
points ». Le processus multiplicatif de cascade sous-jacent étant, en quelque sorte, codé dans
la structure arborescente de ce squelette [100,236-238], le calcul des fonctions de corrélation
espace-échelles permet de révéler et de quantifier ’'existence d’une structure ultramétrique
dans la représentation en ondelettes [236]. Des applications préliminaires de cette méthode
a des données de turbulence pleinement développée et a des séries temporelles financieres
ont été menées avec un certain succes dans les Réfs [100, 111, 236]. Le troisieme objectif
déclaré de ce chapitre est de généraliser aux surfaces rugueuses les algorithmes 1D de calcul
du noyau d’autosimilarité et des fonctions de corrélation espace-échelles. Notre intention est
de valider I'utilisation de ces nouveaux logiciels par I'intermédiaire des surfaces synthétiques
générées suivant les processus de cascades W aléatoires pour lesquelles la forme du noyau
et I’expression des fonctions de corrélation sont connues analytiquement.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 3.2 décrit les versions 2D des modeles
de cascades dont nous nous servirons tout au long de ce chapitre, a savoir les cascades
singulieres intégrées fractionnairement et les processus de cascades W aléatoires sur des
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bases orthogonales d’ondelettes séparables. Ces modeles sont ensuite utilisés pour synthéti-
ser des surfaces rugueuses qui possedent des propriétés multifractales définies au préalable,
c’est-a-dire dont les spectres 7(¢) et D(h) sont connus analytiquement. Dans la section 3.3,
nous appliquons la méthode MMTO 2D présentée dans la chapitre 2, aux surfaces synthé-
tiques générées dans la section 3.2. L’objectif principal est de calibrer nos outils numériques
afin de pouvoir les appliquer plus tard a des signaux expérimentaux (voir chapitre 4). En
particulier, un de nos soucis majeurs est de bien maitriser les problemes de convergence
statistique et d’effets de taille finie. Les sections 3.4 et 3.5 sont respectivement consacrées
a la généralisation en 2D de l'approche du noyau d’autosimilarité et de la méthode des
fonctions de corrélation espace-échelles [100]. Nous illustrons notre propos de diverses ap-
plications numériques qui confirment la nécessité d’explorer les propriétés d’ultramétricité
du squelette de la transformée en ondelettes, afin de mettre en évidence la structure hiérar-
chique multiplicative sous-jacente aux fluctuations de rugosité des surfaces multifractales.
Nous concluons dans la section 3.6 en mettant en avant 1’extréme diversité des applications
potentielles d’une telle méthodologie, que ce soit en traitement d’images, en synthese de
surfaces rugueuses, et de facon plus générale en analyse de données numériques comme
expérimentales.

3.2 Synthese de surfaces rugueuses multifractales : mo-
deles hiérarchiques

Il existe de nombreux algorithmes qui permettent de générer des mesures multifractales a
partir de processus multiplicatifs de cascades [12,130-133, 185, 187, 191-203]. Par contre
la littérature est relativement pauvre en méthodes de synthese débouchant sur des fonc-
tions multifractales [48, 50, 88, 96,97, 130, 211-219]. Dans cette section nous présentons,
dans un premier temps, la cascade singuliere intégrée fractionnairement (FISC, de I'anglais
Fractionally Integrated Singular Cascade) qui bénéficie d’une certaine popularité pour la
modélisation de champs multifractals en géophysique [120,122,130,133,220,221,239]. Nous
introduisons, ensuite, une méthode originale de construction de surfaces aléatoires multi-
fractales a partir de bases orthogonales d’ondelettes séparables.

3.2.1 Cascades singulieres intégrées fractionnairement (FISC)

Schertzer et Lovejoy ont proposé un modele stochastique de fonctions multifractales pour
rendre compte de la nature intermittente de nombreuses données géophysiques : pluviomé-
trie (1D), nuages (2D), profils géologiques (2D), etc. [130,133,220,221,223,239]. Ce modele
consiste a synthétiser dans un premier temps une mesure multifractale générée a partir
d’un processus de cascade singuliere, puis de transformer cette mesure en une fonction
multifractale via une intégration fractionnaire, c’est-a-dire par ’application d’un simple
filtrage dans ’espace de Fourier. Cette stratégie est directement inspirée de la méthode de
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construction des escaliers du diable qui résultent d’une simple intégration de mesures de
Bernoulli distribuées sur un Cantor [2,3,46,48, 50].

Un processus multiplicatif de cascade consiste a définir un domaine 2D de I'espace, par
exemple un carré de coté L, sur lequel on distribue uniformément une mesure p = py.
La premiere étape de construction consiste a diviser ce domaine en sous-domaines, par
exemple quatre carrés de co6té L/2, qui prennent chacun une fraction M différente de la
mesure précédente, M étant une variable aléatoire dont la distribution de probabilité est
donnée par P(M). Cette étape est répétée sur chaque sous-domaine de fagon récursive,
afin d’obtenir, au bout de n étapes, une mesure singuliere sur le carrée L x L :

(i) = p [[ Me, 1/L=27" 0. (3.1)

=1

Comme le processus de cascade ainsi défini tend a recouvrir tout 1’espace, la nature sin-
guliere de la mesure est entierement contenue dans I’expression de la distribution de pro-
babilité du facteur multiplicatif M [185,187]. Le modele que nous allons considérer dans
cette étude est le modele p (ou modele binomial) qui a été introduit par Meneveau et
Sreenivasan [195] pour simuler les fluctuations fortement intermittentes du champ de dis-
sipation d’énergie en turbulence pleinement développée. Dans ce modele, P(M) s’exprime
simplement sous la forme [185,195] :

P(M) = 1/2{6(M — M) +§(M — M@) }, (3.2)
MO =p/2. M@ =(1-p)/2, 0<p<1/2, (3.3)

indépendamment de 1’étape de la cascade. Nous imposons, de plus, que la mesure soit
conservée a chaque étape. Ainsi nous sélectionnons aléatoirement les deux sous-carrés qui
recevront le poids M) = p/2, les deux autres carrés recevant alors automatiquement le
poids M®) = (1—p)/2. La simplicité de ce modele permet de prédire sans trop de difficultés
(voir les Réfs [185,195] pour des calculs détaillés) I'expression du spectre 7(¢q) défini dans
la section 2.4.1 (Eqs (2.59) et (2.60), page 70) :

7u(q) = —(g+ 1) —logy(p* + (1 — p)?). (3.4)

Lorsque p # 1/2, ce spectre est non-linéaire, caractérisant ainsi le propriétés multifractales
de la mesure p. Le cas p = 1/2 correspond a une distribution uniforme de la mesure sur tout
le carré. La figure 3.1a illustre une réalisation d’une telle mesure obtenue apres dix étapes
de construction pour les valeurs suivantes des parametres : [ = 1024 et p = 0.32. L’aspect
tres irrégulier et intermittent de cette mesure est significatif de son caractere hautement
singulier. Cette observation est confirmée dans la figure 3.2a ou est représenté le profil tres
chahuté d’une coupe 1D de cette mesure. A la limite d’un nombre d’étapes infini, le produit
[T_, M; dans I’équation (3.1) est nul presque partout, et infini en un nombre de points
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Fig. 3.2 — Profils 1D obtenus & partir d’une coupe horizontale dans les figures 3.1a
: (a) pr, en fonction de z; (b) f en fonction de z.



3.2 Synthese de surfaces rugueuses multifractales : modeéles hiérarchiques 117

suffisant pour que la masse py, soit conservée sur le domaine : ceci indique clairement que
nous sommes en présence d’une mesure singuliere.

Afin d’obtenir une fonction continue, nous effectuons une intégration fractionnaire en
appliquant un filtre passe bas en loi de puissance sur la transformée de Fourier de la
mesure précédente [130,133] :

Falk) = A(H")jun (k). [k[7", (3.5)

ou

A(H*) = \/gcos (%{) (H). (3.6)

La fonction obtenue est un « lissage » de la mesure pu,, :
fr(x) = pn(x) % |x|"F) 0 < H* < 1. (3.7)

ou le symbole x représente le produit de convolution. La figure 3.1b montre le résultat
de l'intégration fractionnaire d’ordre H* = 0.638 de la mesure représentée dans la fi-
gure 3.1la. Nous avons choisi cette valeur pour 'exposant H* afin que dans la limite d’un
nombre d’étapes n infini, la fonction f, converge vers une fonction f continue en tout
point, c’est-a-dire telle que le support de son spectre des singularités D(h) ne contienne
pas de valeurs négatives ou nulle de I'exposant de Holder A (0 < hmin < h < Amax). On
retrouve le caractere intermittent — ou multifractal — de cette fonction lorsque 1’on exa-
mine le profil d’une coupe 1D de cette surface (Fig. 3.2b). Le spectre 7(¢) de cette fonction
multifractale se calcule simplement a partir de celui de la mesure singuliere donné dans
I’équation (3.4) [120,122,223,239] :
7i(q) = Tulq) + ¢H,

= —1—q(1 — H*) —log,(p* + (1 — p)?).

Remarquons que pour ¢ = 0, on trouve 74(0) = —Dp = —2, c’est-a-dire que cette fonction

est singuliere en tout point. Pour ¢ = 1, nous avons 7¢(1) = H* — 2, ce qui nous permet
d’exprimer la dimension fractale de cette surface :

dp(8) = max(Z,l — Tf(l)),
= max(2,3 — H"), (3.9)
— 3 H",

(3.8)

c’est-a-dire que cette dimension est comprise entre 2 et 3 pour H* € [0, 1]. De méme, nous
pouvons extraire I’exposant 3 du comportement en loi de puissance de la densité spectrale :

S(Ikl) ~ k|77, (3.10)
avec

B=14(2) + 4,

3.11
= 1—|—2H*—10g2(2p2—2p—|—1). ( )



118 MMTO 2D : analyse multifractale

40

logy(S)

20

log, (k)

Fig. 3.3 — Analyse spectrale de I'image (1024 x 1024) de la surface multifractale générée
dans la figure 3.1b par le modele de cascade singuliere intégrée fractionnairement. (a)
In | f,=10| codée du blanc (min f) au noir (max f). (b) Densité spectrale S(|k|) en fonc-
tion |k| dans une représentation logarithmique. La droite en trait plein correspond a la
prédiction théorique de I’exposant spectral 3 = 7¢(2) +4 = 1+ 2H* — log, (2p* —2p+1)
(Bq. (3.11)) avec p = 0.32 et H* = 0.638.

Dans la figure 3.3, nous rapportons les résultats de "analyse spectrale de la surface repré-
sentée dans la figure 3.1b. On constate dans la figure 3.3a, que la transformée de Fourier
de cette fonction possede des directions privilégiées suivant k, et k,, dues a 1’anisotropie
du réseau carré sous-jacent a la regle de construction du processus de cascade. La densité
spectrale représentée dans la figure 3.3b suit une loi de puissance d’exposant = 3.10 qui
est en parfait accord avec la prédiction théorique de ’équation (3.11).

Les bornes du support du spectre des singularités D(h) s’obtiennent en prenant respec-
tivement les limites ¢ — +oo de d74(q)/dq [46,48] :

I74(q)

hmin = qgg—noo T =H —1- 10g2(1 - p)7 (312)
et
. O7s(q . o 1
s = fim, D 7 110, p), (313)

avec 0 < p < 1/2. Pour toute les valeurs de ¢ # 1/2, la surface exhibe des propriétés
d’invariance d’échelle multifractales caractérisées par un exposant de Holder i qui fluctue
spatialement d’un point a un autre et qui prend des valeurs dans 'intervalle [Amin, Amax]-

3.2.2 Cascades aléatoires sur des bases orthogonales d’ondelettes sé-
parables
Comme nous 'avons évoqué dans l'introduction de ce chapitre, une cascade W [219] est

construite récursivement sur la grille carrée 2D de la base orthogonales d’ondelettes sépa-
rables. Les échelles mises en jeu dans f sont donc comprises entre L (la taille de I'image)
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et 0 (exclue). Pour des raisons techniques et pratiques nous allons utiliser des ondelettes a
support compact [29].

Bases orthogonales d’ondelettes en deux dimensions [29, 36, 51]

Comme a une dimension, la notion de résolution est formalisée par des projections dans
des espaces de taille variable. L’approximation d’une image f(x) = f(z,y) a la résolution
277 est définie comme étant la projection orthogonale de f sur I’espace V? qui est contenu
dans L*(R?). L’espace VJQ- est 'ensemble de toutes les approximations de f a la résolution
277, La taille de VJQ- décroit avec la résolution. Pour des raisons de simplicité, nous consi-
dérons dans cette étude une analyse multirésolution séparable. Soit {V;};cz une analyse
multirésolution de L*(R). Une analyse multirésolution séparable 2D est définie a partir du
produit tensoriel :

Vi=V,;aV,. (3.14)

Soit W]2 I’espace des détails orthogonal a l’espace VJQ- et complémentaire de celui ci dans
I’espace d’approximation V?_l de résolution inférieure :

Vi, =ViaW (3.15)
On peut réexprimer cette équation sous la forme suivante :
Vi@V =(V;2V;)a W7 (3.16)

Ainsi, en insérant V;_; = V;& W, dans I’équation (3.16), on obtient apres quelques étapes
élémentaires de calcul :

Wi=(V,0W,) 5 (W;0V;)o(W;aW,). (3.17)

Comme dans le cas 1D, l'espace L*(R?) peut étre entierement décomposé en une somme
orthogonale des espaces des détails a toutes les résolutions [29,36,51] :

LA(R?) = @f> W2 (3.18)

j=—c0
Une base orthogonale d’ondelettes séparables de L*(R?) est constituée des produits sé-
parables d’une fonction d’échelle ¢ et d’une ondelette 1. Définissons les trois ondelettes
suivantes [29,36,51] :
YHa,y) = o(a)d(y),
V) = B()o(y), (3.19)
PP, y) = P(2)(y),

dont les valeurs sur la grille carrée 2D sont données par la formule :

: Ly <r —P(m+1/2) y-2(n+ 1/?)) | (3.20)

¢j,m,n($7y) = 2] 2] 2]
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Fig. 3.4 — Transformées de Fourier des trois ondelettes séparables calculées a partir de
)-

Pondelette 1D Daubechies 8 [29] : (a) &' (ks, ky) 5 (b) 0% (ku, ky) 5 () (Ko, K

y
ou 1 <k < 3. D’apres I’équation (3.17), la famille d’ondelettes

{I/){m,n(xfy)? ]Z,m,n($7y)7 ?,m,n(xay)}(mm)ezz (321)

forme une base orthonormée de W? De I’équation (3.18), on déduit que

{I/)l,mn € y) 'QZ)]mn(ZC y) im,n(x7y)}(]‘7m7n)ezf> (322)

constitue une base orthonormée de L?*(R?).

Dans la figure 3.4, nous avons représenté les transformées de Fourier des trois ondelettes
séparables calculées a partir de 'ondelette 1D Daubechies 8 [29,36]. Les coefficients en
ondelettes associés a ¢! et a ¥? sont importants le long de bords qui sont respectivement
horizontaux et verticaux. L’ondelette 1)® produit plutét des grands coefficients aux quatre
coins de la structure carrée délimitée par ces bords. Notons que dans 'espace de Fourier,
I’expression des ondelettes séparables (Eq (3.19)) implique les factorisations suivantes :

Ol (karky) = (ko) (ky), V2 (ke ky) = Sk (ks et &2 (kayky) = (ke )i (ky).

Cascades W aléatoires

Soit {1/)1m s ¢ s 1/)J7m ..} un ensemble d’ondelettes 2D séparables a support compact qui
forme une base orthonormée des fonctions L- périodiques de L2_ ([0, L]?), avec L = 2V,
Ainsi, Vf € L2..([0, L]*), on peut écrire f sous la forme :

N o2N-1_1

=>. > Z ¢ ¥ n(X), (3.23)

7=0 m,n=0 k=0
ot I’ensemble des coefficients {c¥, = =< 1/) mnlf >} permettent de caractériser complete-
ment la fonction f. La notion de cascade s mtroduit tres naturellement a partir de la grille
carrée 2D de ces coefficients. La regle de construction ressemble beaucoup a celle définie

7,m,n
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sur l'arbre dyadique dans le cas 1D [96,97,217-219]. On construit une fonction aléatoire f

en affectant les coefficients {c] mn) de maniere récursive. Plus précisément, c’est le module

1/2
1 2 2 2 3 2 q
B = ([l + [l + () (321
que 'on calcule a chaque étape suivant la regle de construction suivante :

(r1)
dj-12maon =M. djmn,
(r2)
di—12myr2n = Mj 00 djm 395
d —M" 4 (3.25)
J—1,2m2n+1 — ] 351,

]7m7n

(r4)

di—12mit2nir = My djm

pour tout 7 (1 < 7 < N),m (0 <m <2V7 — 1), etn (0 <n <2V —1) et ou les

t
M](:;)n sont des variables aléatoires positives indépendantes de méme loi P(M). A partir
<

des coefficients d;,, ., on retrouve les coefficients en ondelettes cfmn (1 <k 3) en
spécifiant les angles # et ¢ dans les formules

cjlmn = cos(y) cos(0)d; m.n,

o = c0s(p) sin(0)d; ., (3.26)

ci’mn = sin(@)d; mn
ouf € [—m, 7| et o € [—m/2,7/2].

Pour engendrer une réalisation d’un processus de cascade W aléatoire, on part de la
grande échelle et on attribue une valeur arbitraire au coefficient dy ¢, c’est-a-dire aux co-
efficients CNO o- On calcule ensuite les coefficients d;, , a chaque échelle en itérant I’équa-
tion (3.25). A chaque étape et pour chaque réalisation de la variable aléatoire M, on accede
aux Cj,,, en choisissant les angles ¢ et ¢ aléatoirement et indépendamment dans les in-
tervalles [Hmm,ﬂmax] et [@min; Pmax] que nous préciserons plus tard. Dans lhypothese ol
la somme Z o dans I'équation (3.23) — qui est en réalité une somme infinie Z]__Oo -
converge, alors la fonction aléatoire f que I'on obtient a la limite, est autosimilaire dans
le sens ot la loi d’un coefficient d; ,, , a ’échelle 27 est reliée a celle du coefficient d;i .1
a Iéchelle 2/ > 27 via la multiplication par une variable aléatoire qui ne dépend que du
rapport de ces deux échelles :

dj,m,n =~ d",m X]’—]; (327)

ou ~; indique I'égalité en loi et X; = HN M, (les M; sont des variable aléatoires positives
indépendantes qui suivent la méme loi que M). Ainsi, d’un point de vue statistique, les
détails a 1’échelle a sont les mémes que ceux a ’échelle a’, a un facteur multiplicatif pres
qui ne dépend que du rapport a'/a.
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Remarque

On peut reformuler I’équation (3.25) en prenant le logarithme des deux membres :

Ind;_1.2m.20 = Indjmn +In MUY

J,m,n?
Ind;_1 2my1,20n =Indjpm +1n Mj(y;i)n’ (3.28)
Ind;12m2041 = Indjmn+In M;;i?n, |

Ind;_12m+41,2041 =Indjmn +1n MY

o
Si M suit une loi log-normale, ces équations correspondent a un processus d’arbre auto-
régressif. Ce processus est d’ordre 1, dans le sens ou il n’y a qu’un terme qui intervient
dans la régression. Nous renvoyons le lecteur au travail de Basseville et de ses collabo-
rateurs [240], pour une introduction aux modeles autorégressifs construits sur un arbre
(tel que 'arbre dyadique des bases orthonormales d’ondelettes 1D). Comme Arneodo
est ses collaborateurs 'ont déja fait remarquer dans la Réf. [219], notre approche est
tres différente de celle de Basseville et al, puisque nous nous concentrons principale-
ment sur les propriétés multifractales des réalisations de tels processus et non sur les
caractéristiques de 1’arbre sous-jacent.

Simulations numériques de cascades W aléatoires

Cette sous-section présente deux modeles de cascades W aléatoires : les cascades W log-
normales et les cascades W log-Poisson. Ce choix particulier s’inspire des processus multi-
plicatifs infiniment log-divisibles [96,97,197-203,218] récemment proposés comme modeles
de cascade d’énergie en turbulence pleinement développée.

Cascades W log-normales. Commencons par traiter le cas ou la variable aléatoire M suit
une loi log-normale. Si m et ¢? sont respectivement la moyenne et la variance de In M,
alors le spectre 7(q) des surfaces rugueuses engendrées par un tel processus, s’exprime
simplement en fonction de ces deux parametres :

7(q) = —log, < M7 > -2, Vg€ R

P om (3.20)
T 22! T 2?7
ou < --- > désigne la moyenne d’ensemble. Le spectre des singularités D(h), obtenu par
transformation de Legendre de ’équation (3.29), a la forme parabolique suivante :
(h +m/1n2)? o -
Dh)=————"+42. 3.30
(h) 202/1n2 + ( )

Afin de satisfaire les criteres de convergence établis dans le cas 1D [219], nous imposons
que les parametres m et o? satisfassent aux conditions suivantes :

m <0 et m > 2V 1n 2. (3.31)

o2
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Fig. 3.5 — Trois réalisations de cascades W log-normales (n = 10) avec les parametres
m = —0.381n2 et 0? = 0.03In2. L’ondelette 1D utilisée est I'ondelette Daubechies 8.
(a) Cascade W sur ¢! et ¢2. (c) Cascade W sur ¢>. (e) Cascade W sur o', ¢? et 3.
Les transformées de Fourier correspondantes sont représentées sur les figures (b), (d) et
(f) respectivement. Sur (b) et (f) une courbe de niveau est représentée en points noirs.
Les images sont codées du blanc (min) au noir (max).

En résolvant 1’équation D(h) = 0, on obtient les valeurs Amin €t Amax qui délimitent ’éten-
due du support du spectre des singularités :

I m 20
min — _E - mg
e (3.32)

hmax = ——+ —.
In2 ° /In2

La figure 3.5 représente trois réalisations de cascades W log-normales correspondant a
trois stratégies de distribution des poids des ondelettes !, ¥)* et ¢)° lors de la construction.
Sur cette méme figure sont aussi représentées les transformées de Fourier de ces trois
images, afin de constater la présence éventuelle d'une anisotropie introduite par la stratégie
de construction utilisée. Nous avons fixé les parametres aux valeurs m = —0.38In2 et
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0% = 0.031n 2. Nous nous sommes limités a dix étapes de construction pour des raisons
évidentes de résolution (L = 1024).

(i)

(i)

(iii)

Dans la figure 3.5a, nous commencons par fixer les coefficients de la plus grande
échelle aux valeurs suivantes :

0570’0 =1, cao’o =1, 08,0,0 = 0. (3.33)
A chaque étape de la cascade, nous obtenons le facteur multiplicatif M par tirage
aléatoire avec la loi log-normale définie ci-dessus. Nous tirons § aléatoirement dans
I'intervalle [—, 7] suivant une distribution uniforme alors que I'angle ¢ est fixé a 0.
Une telle cascade se construit donc uniquement sur les poids associés aux ondelettes
P! et Y2 On constate que la transformée de Fourier d’une telle cascade (Fig. 3.5b)
présente une anisotropie évidente le long des axes k; et k, qui est due a la forme ani-
sotrope des ondelettes ¢! et 1b* (Figs 3.4a et 3.4b), ainsi qu’a I’absence de composante
sur 'ondelette .

Dans la figure 3.5¢, les coefficients a la plus grande échelle sont fixés aux valeurs
suivantes :

C(lJ,o,o =0, C?J,O,O =0, 08,0,0 = 1. (334)
Cette fois, la surface est construite uniquement sur la composante associée a 1’onde-
lette 12, c’est-a-dire que ¢ vaut aléatoirement 7/2 ou —m /2. La surface (Fig. 3.5¢)
et sa transformée de Fourier (Fig. 3.5d) présentent clairement une texture anisotrope
suivant les directions correspondant aux deux diagonales due a la forme particuliere

de I'ondelette ¢»* (Fig. 3.4c).

Nous allons maintenant essayer d’adapter notre stratégie afin de construire une sur-
face possédant une anisotropie minimum. A cette fin, il est nécessaire d’utiliser si-
multanément des poids sur les trois ondelettes et de bien choisir leurs proportions. A
la plus grande échelle, on fixe les coefficients concernés aux valeurs suivantes :

C(lJ,o,o =1, C?J,O,O =1, 08,0,0 = 2(="@)/4+), (3.35)

ou I'exposant 7(2) = 3 —4 est choisi suivant la loi de puissance de la densité spectrale
désirée. A chaque étape, on choisit aléatoirement 6 dans Uintervalle [—7, 7], et ¢ dans
Pintervalle [—p*, ©*], ou ¢* vérifie la relation :

sin 2¢* 27(2)/243 1

T Tz ¢ >0 (3.36)

Une image engendrée apres dix étapes d’une telle cascade W est représentée dans la

figure 3.5e. Il semble sur cette figure et sur celle de sa transformée de Fourier dans
la figure 3.5f, que 'anisotropie ait disparue. Un choix judicieux des rapports entre
les différents poids affectés a la grande échelle nous a donc permis d’approcher I'iso-
tropie. Cependant, comme nous le verrons plus tard, une légere anisotropie demeure
présente ce qui n’est pas surprenant moyennant la grille carrée 2D qui sert de trame
au processus de cascade.
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Fig. 3.6 — Surfaces rugueuses multifractales (1024 x 1024) construites a partir de cas-
cades W aléatoires (n = 10). (a) Cascade log-normale « isotrope » de parameétres
m = —0.38In2 et 02 = 0.03In2. (b) Cascade log-Poisson « isotrope » de parameétres
v = —(1/9)In2, B = (2/3)1/3 et A = 2In 2. Les images sont codées du blanc (min) au

noir (max).
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La figure 3.6a illustre une image synthétisée a partir d’une cascade W log-normale « iso-
trope » accompagnée d’une représentation 3D de la surface rugueuse correspondante. Le

caractere intermittent de cette surface est confirmé dans les figures 3.7a et 3.7b ou sont
représentés les profils 1D obtenus le long de différentes coupes de I'image précédente. La
densité spectrale représentée dans les figures 3.8a et 3.8b suit une loi de puissance dont

lexposant 3 = 7(2) + 4 = 2.70 est tres proche de la prédiction théorique.

Cascades W log-Poisson. Soit A la moyenne et la variance d’une distribution de Poisson
pour la variable aléatoire Y. Considérons que In M suit la méme loi que Y'In 3 + v, ou 8
et v sont deux parametres du modele. Le spectre 7(g) des surfaces rugueuses engendrées

par un tel processus s’exprime simplement en fonction des trois parametres A, 3 et v

AL —p7) -

m(q) = 3

(3.37)
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Fig. 3.7 — Profils 1D obtenus respectivement le long de coupes horizontales et de coupes
verticales dans les figures 3.6a et 3.6b. Cascade W log-normale : (a) profil horizontal;
(b) profil vertical. Cascade W log-Poisson : (c) profil horizontal ; (d) profil vertical.

Le spectre des singularités D(h), obtenu par transformation de Legendre de 1’équa-
tion (3.37), s’écrit sous la forme analytique suivante :

N v h+~/In2 A . .
Dik) = <1n5 + mzmg) {hl (—(A/an)lnﬁ) - 1} Tt B3

De méme que pour les cascades W log-normales, la non-linéarité du spectre 7(¢) est carac-
téristique de propriétés multifractales des surfaces rugueuses synthétisées avec le modele
de cascade W log-Poisson.

La figure 3.6b représente une réalisation d’une surface rugueuses multifractale construite
suivant le modele de cascade W log-Poisson pour le jeu particulier de parametres v =
—(1/9)In2, B = (2/3)'/? et A = 2In2. Les figures 3.7c et 3.7d représentent des profils
obtenus suivant des coupes 1D de cette surface. On constate qu’il y a une ressemblance
tres nette entre ces profils et ceux obtenus pour des surfaces rugueuses log-normales. Les
figures 3.8c et 3.8d présentent les résultats de I’analyse spectrale de la surface rugueuse log-
Poisson illustrée dans la figure 3.6b. Encore une fois le comportement en loi de puissance
de la densité spectrale est en parfait accord avec 'exposant théorique § = 7(2) +4 = 2.70.
Précisons que, vu le choix particulier des jeux de parametres pour ces deux types de
cascade, il n’est pas surprenant que les valeurs de 7(2) — et donc les valeurs de 3 — soient si
proches. Ainsi une étude spectrale ne permet pas de distinguer les deux surfaces rugueuses
log-normales et log-Poisson illustrées respectivement dans les figures 3.6a et 3.6b. Cette
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Fig. 3.8 — Analyse spectrale des images (1024 x 1024) représentées dans les figures 3.6a
et 3.6b. Cascade log-normale : (a) In|f,=10(k)|; (b) S(|k|) en fonction de |k| dans
une représentation logarithmique. Cascade log-Poisson : (a) In | fu=10(k)|; (b) S(k|) en
fonction de |k| dans une représentation logarithmique. Les droites correspondent a la
prédiction théorique en loi de puissance d’exposant § = 7(2) + 4 = 2.70.

remarque n’est pas si surprenante que cela, puisque 1'une des limitations majeures de
I’analyse spectrale est son incapacité a différencier une surface multifractale d’une surface
monofractale. En effet, pour les jeux de parametres choisis dans cette étude, une surface
Brownienne d’index H = (7(2) +2)/2 = 0.35 présente exactement le méme comportement
spectral (voir section 2.5.1, page 81) que les surfaces multifractales engendrées avec nos
modeles de cascades W aléatoires.

Remarque

Comme cela a déja été débattu dans le cas 1D [219], il n’y aucune raison pour que
toutes les réalisations d’une meéme fonction stochastique multifractale aient le méme
spectre des singularités D(h). Chaque réalisation possede sa propre distribution de sin-
gularités, et il primordial de pouvoir relier le spectre des singularités D(h) défini par
I’équation (2.58) (page 69) aux prédictions théoriques du spectre statistique données
par les équations (3.30) et (3.38). D’apres les résultats mathématiques obtenus dans la
Réf. [219] pour le cas 1D, le spectre statistique D(h) obtenue par le formalisme multi-
fractal (méthode MMTO) est en fait une borne supérieure pour le spectre des singularités
(du moins en ce qui concerne sa partie croissante) de chaque réalisation.



128 MMTO 2D : analyse multifractale

3.3 Application de la méthode MMTO 2D a I'analyse de
surfaces rugueuses synthétiques multifractales

Dans cette section, nous appliquons la méthode MMTO 2D a I’étude de surfaces rugueuses
multifractales construites a partir des modeles de cascades décrits dans la section précé-
dente. La démarche que nous adoptons suit fidelement le protocole numérique présenté dans
la section 2.4.3 (page 74). Dans un premier temps, nous calculons avec une ondelette analy-
satrice isotrope d’ordre ny = 1, les transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024)
de surfaces rugueuses multifractales stochastiques. Nous sélectionnons ensuite les MMMTO
de chacune de ces images afin de construire le squelette de chaque transformée en onde-
lettes. Le calcul des fonctions de partition a partir de I’ensemble de ces squelettes permet
finalement d’estimer les spectres multifractals 7(¢) et D(h) (voir section 2.4.1, page 69).
Afin de nous assurer de la fiabilité de notre estimation, nous testons systématiquement la
robustesse de nos résultats lorsque ’on augmente 'ordre de 'ondelette analysatrice.

3.3.1 Surfaces rugueuses multifractales générées par intégration frac-
tionnaire d’un modele de cascade singuliere

Dans la figure 3.9, nous présentons les résultats du calcul du squelette de la transformée
en ondelettes d’une surface rugueuse construite suivant le modele de cascade singuliere
intégrée fractionnairement présenté dans la section 3.2.1 [120,122,223,239], pour les valeurs
suivantes des parametres : p = 0.32 et H* = 0.638. En toile fond dans la figure 3.9b
est illustré le résultat de la convolution de l'image étudiée (Fig. 3.9a) avec le chapeau
mexicain comme fonction lissante ¢, a ’échelle a = 2?%0y,. On constate que les chaines de
maxima (trait plein) entourent les structures de I'image lissée. Sur ces chaines, les MMMTO
se positionnent aux points indiqués par les symboles (o). Le vecteur gradient T, associé
aux MMMTO, pointe (Ay) vers la structure correspondante alors que le module My, est
d’autant plus grand que cette structure est importante. L.’ensemble des MMMTO calculés
aux différentes échelles (Figs 3.9¢ et 3.9d) permet de construire par chainage le squelette
de la transformée en ondelettes. Les résultats du calcul des fonctions de partition Z(g, a)
(Eq. (2.59), page 70) en fonction de I’échelle a, sont représentés dans la figure 3.10a dans une
représentation logarithmique. Les résultats rapportés correspondent a une moyenne recuite
sur 32 images (1024 x 1024). Pour des valeurs de ¢ comprises entre —4 et 9, log,(2(q, a))
présente un comportement linéaire relativement bien défini sur les quatre premieres octaves,
ce qui justifie I'utilisation de la procédure de régression linéaire (droites en trait plein)
pour estimer les différents exposants 7(¢). Contrairement au remarquable comportement
linéaire du spectre 7(gq) obtenu pour les surfaces rugueuses Browniennes fractionnairement
monofractales (Fig. 2.20, page 86), les données (o) représentées dans la figure 3.10c exhibent
une courbure flagrante caractéristique de la nature multifractale des surfaces étudiées.
Le calcul de la dérivée h = 07/0q en chaque point (chaque valeur de ¢) confirme que
Iexposant h dépend de g. On retrouve ce méme résultat dans la figure 3.10b ou h(q,a)
(Eq. (2.66), page 72) est représenté en fonction de log, a. Pour la gamme de valeurs de ¢
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Fig. 3.9 — Analyse en ondelettes 2D d’une surface rugueuse multifractale générée a ’aide
du modele de cascade singuliere intégrée fractionnairement (p = 0.32, H* = 0.628). v
est une ondelette d’ordre ny = 3 a symétrie radiale (Figs 2.1c et 2.1d, page 49). (a)
Image étudiée (1024 X 1024) codée du blanc (min) au noir (max). Les chalnes de maxima
(trait plein) et le vecteur gradient Ty, (fleches) aux MMMTO (e) sont représentés pour
les échelles suivantes : a = 2%ay (b), 290w (c) et 2°%ow (d) (avec ow = 13 pixels).
Le fond dans (b) représente le résultat de la convolution de 'image avec la fonction
lissante chapeau mexicain ¢, a Péchelle @ = 2?9ayy. (b), (c), (d) correspondent & la
partie centrale de I'image originale délimitée par le carré en trait interrompu dans (a).
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Fig. 3.10 — Détermination des spectres 7(q) et D(h) de surfaces rugueuses multifractales
générées avec le modele de cascade singuliere intégrée fractionnairement (p = 0.32 et
H* = 0.638). L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette isotrope d’ordre ny =1
(a) ou d’ordre ny = 3 (0). (a) logy 2(g, a) en fonction de log, a; les droites en trait plein
correspondent & des régressions linéaires des données sur quatre octaves. (b) h(g,a) en
fonction de logy a; les droites correspondent & des régressions linéaires des données sur
quatre octaves. (c¢) 7(g) en fonction de ¢, obtenu via les pentes des régressions linéaires
de la figure (a). (d) D(h) en fonction de h, obtenu par transformation de Legendre des
données pour le spectre 7(¢q) dans (c). Dans (c) et (d), les traits pleins correspondent
aux prédictions théoriques de ces spectres. Ces résultats concernent une moyenne recuite
sur 32 images (1024 x 1024). Les échelles a sont exprimées en unité oy .
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citée précédemment, h(q, a) présente un comportement linéaire remarquable sur les quatre
premieres octaves dont on peut extraire une pente h(g) qui dépend clairement de ¢. En
fait, h(q) évolue approximativement entre 0.2 (¢ > 0) et 1.3 (¢ < 0). Le fait que h prenne
des valeurs au dela de 1, indique que la fonction étudiée possede des singularités dans sa
dérivée premiere. Toutes ces constatations peuvent étre rediscutées et précisées a partir
du spectre des singularités D(h) obtenu par transformation de Legendre des exposants
7(q). La forme en cloche des résultats présentés dans la figure 3.10d est significative d’un
comportement multifractal. Pour ¢ = 0, la valeur maximum de D(h) est atteinte pour
Iexposant h(g = 0) = 0.74 £ 0.02 — valeur en parfait accord avec la prédiction théorique
h(g = 0) = 0.738 — qui correspond a la singularité la plus présente dans la surface. De
plus, la valeur obtenue pour ce maximum D(h(g = 0) = 0.74) = 2 + 0.02 apporte la
preuve expérimentale que la surface rugueuse étudiée est singuliere partout. Nous rappelons
que, par construction, la dimension fractale du support des singularités de la fonction f
correspondante est Dy = —7(0) = 2. Enfin, la structure en cloche du spectre D(h) ainsi
calculé s’étale sur un intervalle conséquent de valeurs de h € [0.18,1.30], ce qui confirme
que les propriétés d’invariance d’échelle de ces surfaces rugueuses fluctuent d’un point a
un autre de la surface.

Dans les figures 3.10c et 3.10d, nous avons représenté pour comparaison les résultats
obtenus pour le méme échantillon statistique, c’est-a-dire 32 images (1024 x 1024), mais
avec une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 (¢ est la fonction Gaussienne).
Comparativement a ’excellent accord obtenu entre les spectres 7(¢) et D(h) numériques
calculés avec une ondelette d’ordre ny = 3 (o) et les prédictions théoriques données par
les équations (3.37) et (3.38), les résultats numériques obtenus avec une ondelette d’ordre
ny = 1 (2) different sensiblement de ces spectres théoriques. L’une des raisons de ce désac-
cord est le fait qu'une ondelette analysatrice d’ordre ny = 1 n’est pas la plus adaptée
pour détecter des singularités dans les dérivées (h > 1) de la fonction étudiée. Le fait que
cette fonction possede aussi des singularités fortes d’exposant de Holder A ~ 0, semble
aussi étre un handicap pour cette ondelette analysatrice. Pour la classe de surfaces ru-
gueuses multifractales étudiée dans cette section, il est clair, d’apres les résultats rapportés
dans la figure 3.10, qu’'une ondelette isotrope d’ordre ny = 3 permet de s’affranchir plus
efficacement de l'intégration fractionnaire pour mieux révéler la structure multiplicative
sous-jacente aux fluctuations de rugosité.

Dans la figure 3.11 nous avons représenté les densités de probabilité du module My, et
de 'argument Ay, des MMMTO qui composent le squelette de la transformée en ondelettes.
Les figures 3.11a et 3.11b contiennent respectivement les courbes P,(M) = [ dA P,(M,.A)
et P,(A) = [dM P,(M,A) calculées pour quatre échelles différentes. Dans la premiere de
ces figures, on remarque que pour chaque valeur de a, P,(M) présente un aspect oscillatoire
caractéristique du processus de cascade discrete sous-jacent, avec des pics relativement bien
définis pour des valeurs de M dont le rapport est proche de (1 —p)/p = 0.68/0.32 = 2.125.
Dans la figure 3.11b, P,(A) révele la présence de quatre angles privilégiés (Ay = 0, 7/2,
m et 3m/2) qui correspondent aux deux directions définies par les axes du réseau carré
utilisé dans la regle de construction de la cascade. Cette figure indique clairement que la
forme de P,(A) ne dépend absolument pas de I’échelle a; on note simplement un aspect
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Fig. 3.11 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO de
32 images (1024 x 1024) de surfaces rugueuses multifractales générées avec le modele de
cascade singuliere intégrée fractionnairement (p = 0.32 et H* = 0.638), pour les échelles
a = ow, 20w, dow et 8ow. (a) P,(M) en fonction de M. (b) P,(A) en fonction de A. 9
est I'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3 illustrée dans les figures 2.1c et 2.1d

(page 49).

légerement plus bruité aux grandes échelles dii & un manque progressif de statistique (le
nombre de ligne de maxima dans le squelette diminue comme a2 lorsque 1’on monte dans
les échelles). L’indépendance dans les échelles de la forme de P,(A) suggere que cette ani-

sotropie n’affecte pas les propriétés d’invariance d’échelle de ces surfaces rugueuses qui
sont donc entierement déterminées par le comportement du module M,,. Cette observa-
tion est confirmée sur la figure 3.12 ou les densités de probabilité du module obtenues en
conditionnant My, a différentes valeurs de ’argument Ay, se regroupent quasiment sur une
méme courbe et ceci pour toutes les échelles examinées. Le léger décalage observé entre
les différentes courbes résulte de 'anisotropie précédemment évoquée. Celle ci se mani-
feste clairement dans la distribution du vecteur gradient associé aux MMMTO dans le plan
(Ty,,Ty,) dans la figure 3.13. En effet, on constate dans cette figure que P,(M, A) présente
des lignes d’iso-valeur (traits pleins) dont la forme « carré » ne dépend pas de ’échelle.
Cette observation suggere que cette densité de probabilité obéit a la relation de factorisa-
tion : P,(M, A) = P,(F(A)YM)P,(A), ou F(A) est une fonction indépendante de ’échelle
qui permet de gommer le décalage observé et de superposer exactement les courbes dans
les figures 3.12a et 3.12b. Il est important de remarquer que cette factorisation n’est pas
exactement la méme que celle donnée par ’équation (2.71) (page 73). Toutefois, par un
simple changement de variable (M’ = F(A)M) dans la définition de la fonction de parti-
tion Z(q,a), on peut sortir la fonction F(A) de l'intégrale de 1’équation (2.70) (page 72),
et retrouver un comportement en loi de puissance d’exposant 7(¢) indépendant de F(A) et
donc de A. Ceci confirme que les propriétés d’invariance d’échelle des surfaces rugueuses
générées par le modele FISC sont bien isotropes.

Ainsi, évolution dans les échelles de P,(M) caractérise complétement les propriétés
multifractales des surfaces étudiées. Dans la figure 3.14 nous illustrons I'incidence de la
nature multifractale de ces surfaces sur 1’évolution de la forme de P,(M) en fonction de
I’échelle a. Pour une surface monofractale, comme par exemple les surfaces Browniennes
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In(P,(4t))

Fig. 3.12 — Pdf du module M,, des MMMTO conditionnée par la valeur de I’argument
Ay. (a) a =2%ow ; (b) a = 2oy . Les différentes courbes correspondent aux valeurs
suivantes de Ay (mod 7) : 0+ /8, w/4 + /8, n/2 £ 7/8 et 3w/4 + w/8. Mémes

parametres de calcul que dans la figure 3.11.
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Fig. 3.13 — Représentation dans le plan (Ty,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO pour les échelles @ = ow (a), 20w (b), 40w (c) et 8ow (d). Les
courbes en traits pleins correspondent a des lignes d’iso-valeur de P, (M, A). Mémes
parametres de calcul que dans la figure 3.11.
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Fig. 3.14 — Pdf du module My, des MMMTO a différentes échelles a = ow, 20w, 4ow
et 8o . (a) In(P,(M)) en fonction de M. (b) In(P,(M)) en fonction de M/a9=0) avec
h(g = 0) = 0.738. Mémes parametres de calcul que dans la figure 3.11.

fractionnaires discutées dans la section 2.5 (page 78), nous avons vu que ’existence d’un
exposant d’invariance d’échelle unique implique le comportement remarquable suivant :

P (M¢ (L(a))) =P (M¢ (L(a))/ah). (3.39)

C’est-a-dire que 'on peut superposer toutes les pdfs du module sur une fonction unique P
indépendante de I’échelle @, dans la mesure ou on applique une dilatation suivant My, d’un
facteur 1/a", ot h est I’exposant de Hurst de la surface. Dans la figure 3.14b, nous avons
dilaté les pdfs du module calculées a différentes échelles dans la figure 3.14a (représentation
semi-logarithmique) par un facteur 1/a"7=%, ol h(g = 0) est 'exposant de Hélder associé
a la singularité la plus fréquemment rencontrée dans ces surfaces. Les courbes dilatées sont
clairement différentes. En fait, il n’existe pas de valeur de I'exposant i qui permette de
remettre toutes les courbes sur une courbe universelle P. Cette remarque confirme la nature
multifractale des données analysées : il n’existe pas un seul exposant d’invariance d’échelle
mais tout un continuum correspondant au support du spectre des singularités calculé dans

la figure 3.10d.

3.3.2 Surfaces rugueuses multifractales générées par cascades aléa-
toires sur des bases orthogonales d’ondelettes séparables

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode MMTO 2D a I’étude de surfaces
rugueuses multifractales construites a partir des modeles de cascades W aléatoires sur
des bases orthogonales d’ondelettes séparables définis dans la section 3.2.2 (cascades log-
normale et log-Poisson). Pour les jeux de parametres considérés, le support du spectre
des singularités D(h) des surfaces rugueuses ainsi générées sera confiné dans intervalle
h € [0,1]. Dans notre présentation, nous nous limiterons a décrire les résultats obtenus
avec l'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 illustrée dans les figures 2.1a et 2.1b;
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en effet, les résultats obtenus avec une ondelette d’ordre ny = 3 sont totalement indiscer-
nables des précédents, ce qui atteste de la robustesse de nos estimations par rapport a la
forme de 'ondelette analysatrice utilisée.

Cascades W log-normales

Dans la figure 3.15, nous présentons les résultats du calcul du squelette de la transformée
en ondelettes d’une surface rugueuse construite avec le modele de cascade W log-normale
décrit dans la section 3.2.2. Les parametres choisis pour cette étude sont les mémes que
ceux utilisés dans la figure 3.6a, c’est-a-dire m = —0.381n2 et 0? = 0.03In2. Comme
pour le modele FISC dans la section précédente, on constate que les chaines de maxima
(traits pleins) et le vecteur gradient Ty (fleches) associé aux MMMTO (o) caractérisent
parfaitement les structures présentes dans I'image lissée par un filtre gaussien aux échelles
considérées. Dans la figure 3.16 sont rapportés les résultats du calcul des spectres 7(q) et
D(h) a partir des squelettes des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024).
La figure 3.16a illustre, dans une représentation logarithmique, le comportement de la
fonction de partition Z(g,a) en fonction de a, pour plusieurs valeurs de g (Z(q,a) est
calculée comme une moyenne recuite sur les 32 images). Pour des valeurs de ¢ comprises
entre —6 et 8, log,(Z(q, a)) présente, en fonction de log, a, un comportement linéaire assez
convaincant sur les quatre premieres octaves. En effectuant une régression linéaire (trait
plein) sur cette gamme d’échelles on obtient, pour chaque valeur de ¢, une estimation de
Iexposant 7(q). Le spectre 7(¢) ainsi obtenu (o) dans la figure 3.16¢, est incontestablement
non-linéaire, signe que la surface étudiée est multifractale. Remarquons que ce spectre
est en parfait accord avec la prédiction théorique donnée par I’équation (3.29), que nous
avons représentée en trait plein. De méme, le spectre des singularités D(h) numérique suit
parfaitement la parabole (trait plein) prédite par 1’équation (3.30), et ce, qu’il soit obtenu
par transformation de Legendre de 7(¢q), ou par calcul des exposants h(q) et D(g) suivant
les équations (2.68) et (2.69) (page 72). L’existence d’un spectre continu de valeurs de
Iexposant h(q) est confirmée dans la figure 3.16b ou h(q, a) se comporte linéairement en
fonction de log, a avec une pente h, qui est en parfait accord avec la prédiction théorique
h(q) = 07/0q = —oc*q/In2 — m/In2. L’équation (3.32) prévoit les bornes suivantes :
hmin = 0.034 et Apax = 0.726, pour le support du spectre des singularités. Cependant,
les capacités de calcul dont nous disposons ne permettent pas d’accéder a ces valeurs
extrémes de l'exposant de singularité. La caractérisation des singularités les plus fortes
et les plus faibles exige, en effet, de pouvoir calculer 7(¢g) pour des valeurs de |g| bien
supérieures a celles considérées ici. De tels calculs nécessitent un échantillon statistique
beaucoup plus important que 32 images (1024 x 1024). Notons que 'exposant de Hélder le
plus présent dans ces surfaces rugueuses multifractales A(¢ = 0) = 0.38 £ 0.01 correspond
a une dimension fractale, D(h(g = 0)) = 2.00 + 0.02, ce qui confirme que ces surfaces sont
singulieres en tout point.

Intéressons nous maintenant a 1’évolution de la densité de probabilité P,(M,A) en fonc-
tion des échelles. D’apres la regle de construction des cascades W aléatoires (section 3.2.2),
on s’attend a ce que cette densité de probabilité factorise : P,(M, A) = P,(M)P,(A). Les
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Fig. 3.15 — Analyse en ondelettes 2D d’une surface rugueuse multifractale générée a
I’aide du modele de cascades W log-normales. Mémes valeurs des parametres que dans
la figure 3.6a. ¢ est une ondelette isotropes d’ordre ny = 1 (Figs 2.1a et 2.1b, page 49).
(a) Image étudiée (1024 x 1024) codée du blanc (min) au noir (max). Les chaines de
maxima (trait plein) et le vecteur gradient Ty, (fleche) aux MMMTO (o) sont représentés
pour les échelles suivantes : a = 2%y (b), @ = 219y (c) et a = 2390y (d) (avec
ow = 13 pixels). Le fond en nuances de gris dans (b) représente le résultat de la
convolution de I'image avec la fonction lissante gaussienne ¢, a 1’échelle a = 229y .
(b), (c) et (d) correspondent & la partie centrale de I'image originale délimitée par un
carré en trait interrompu dans (a).



3.3 Analyse multifractale des modéles de cascade 137

log,(Z(q.a))
h(q.,a)

-40

D(h)

Fig. 3.16 — Détermination des spectres 7(q) et D(h) de surfaces rugueuses multifractales
générées avec les modeles de cascades W aléatoires log-normales (o) et les modeles
de cascades W aléatoires log-Poisson (a). Mémes valeurs des parameétres que dans la
figure 3.6. L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette isotrope d’ordre ny = 1.
(a) logy Z(gq,a) en fonction de log, a; les droites en trait plein correspondent a des
régressions linéaires des données sur quatre octaves. (b) h(g, a) en fonction de log, a;
les droites correspondent a des régressions linéaires des données sur quatre octaves. (c)
7(¢) en fonction de ¢, obtenu via les pentes des régressions linéaires de la figure (a).
(d) D(h) en fonction de h, obtenu par transformation de Legendre des données pour
le spectre 7(¢) dans (c). Dans (c) et (d) les traits pleins correspondent aux prédictions
théoriques des spectres de la cascade W log-normale (Egs. (3.29) et (3.30)); les traits
interrompus correspondent aux prédictions théoriques des spectres de la cascade W log-
Poisson (Egs. (3.37) et (3.38)). Ces résultats concernent des moyennes recuites sur 32

images (1024 x 1024) de chaque modele. Les échelles a sont exprimées en unité op.
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Fig. 3.17 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO de
32 images (1024 x 1024) de surfaces rugueuses multifractales générées avec le modele de
cascades W log-normales (m = —0.381n2 et 02 = 0.031n2), pour les échelles a = ow,
20w, dow et 8ow. (a) Py(M) en fonction de M. (b) F,(A) en fonction de A. 1) est
I'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1.
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Fig. 3.18 — Pdf du module My, des MMMTO conditionnée par la valeur de I’argument A.
(a) a = 2%ow ; (b) 2 1oy . Les différentes courbes correspondent aux valeurs suivantes
de Ay (mod 7) : 0+ 7/8, w/4+ /8, w/2+ n/8 et 3n/4 £+ n/8. Mémes parametres de

calcul que dans la figure 3.17.

distributions P,(M) et P,(A) sont respectivement représentées sur les figures 3.17a et 3.17b.
Le découplage de My, et de Ay, est vérifié numériquement dans les figures 3.18a et 3.18b,
ou pour deux valeurs de I’échelle a, les distributions obtenues en conditionnant M,, par la
valeur de 'argument Ay, se superposent remarquablement sur une courbe unique. Ainsi
I’étude des propriétés multifractales des surfaces rugueuses log-normales se résume a 1’ana-
lyse de I’évolution de la forme de P,(M) (Fig. 3.17a), sans se soucier de la faible anisotropie
mise en évidence par les légeres oscillations observées dans P,(A) (Fig. 3.17b). Ces oscil-
lations proviennent de la nature orientée du réseau carré sur lequel est défini ’arbre de la
construction des cascades W. Il est important de remarquer que P,(A) n’évolue pas dans les
échelles, ce qui confirme que les propriétés d’invariance d’échelle ne dépendent absolument
pas de I'argument A,,. Ceci permet de justifier de facon définitive 'utilisation exclusive de
My pour caractériser statistiquement les fluctuations de rugosité des surfaces engendrées
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Fig. 3.19 — Représentation dans le plan (7y,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO pour les échelles a = ow (a), 20w (b), 4ow (c) et 8ow (d). Mémes
parametres de calcul que dans la figure 3.17.

par le modele de cascades W log-normales. La figure 3.19 illustre la distribution du vecteur
gradient associé aux MMMTO dans le plan (7Y,,Ty,). Cette figure recoupe les conclusions
apres examen des figures 3.17b et 3.18 : malgré une légere anisotropie, accentuée par le
mangque de statistique dans certaines directions, la forme de P,(M) ne dépend pas de facon
significative de la direction considérée. Tout ceci confirme donc 'isotropie des propriétés
d’invariance d’échelle.

Un autre moyen de mettre en évidence la multifractalité du modele étudié est de dé-
montrer la non validité de ’équation (3.39). Dans la figure 3.20b, nous avons dilaté les
pdfs du module M,, calculées a différentes échelles dans la figure 3.20a (représentation
semi-logarithmique) par un facteur 1/a™9=9) ot h(q = 0) = 0.38 est I’exposant de Hélder
de la singularité la plus fréquemment rencontrée dans ces surfaces rugueuses log-normales.
Méme si cela n’est pas spectaculaire, il est net que les queues des pdfs dilatées ne se super-
posent pas comme cela serait le cas pour n’importe quelle surface monofractale d’exposant
de Hurst unique égal a 0.38. Il est important de mentionner que méme en jouant sur la
valeur de ’exposant h, il n’est pas possible de superposer ces pdfs. Ceci est la conséquence
directe de I'existence d’un continuum de valeurs de I’exposant d’invariance d’échelle.

Cascades W log-Poisson

Afin de tester la fiabilité et l'efficacité de notre méthodologie, nous avons a nouveau ap-
pliqué la méthode MMTO 2D sur un échantillon de 32 images (1024 x 1024) de surfaces
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Fig. 3.20 — Pdfs du module M,, des MMMTO a différentes échelles a = ow, 20w, 4ow
et 8o . (a) In(P,(M)) en fonction de M. (b) In(P,(M)) en fonction de M/a"(7=%) avec
h(g = 0) = 0.38. Mémes parametres de calcul que dans la figure 3.17.

générées cette fois par le modele de cascades W log-Poisson décrit dans la section 3.2.2. Les
parametres choisis pour cette étude sont les mémes que ceux de la figure 3.6b, c’est-a-dire
v = —(1/9)In2, B = (2/3)"/? et A = 2In2. Dans les figures 3.16¢ et 3.16d, nous avons
représenté les spectres 7(q) et D(h) obtenus (a), afin de pouvoir les comparer avec ceux de
la cascade log-normale. Les traits interrompus correspondent aux prédictions théoriques de
ces spectres (Eqs (3.37) et (3.38)). Pour les valeurs de ¢ comprises entre —6 et 6, les données
expérimentales se positionnent remarquablement sur les courbes théoriques. On constate
que pour g € [—4,6] il est tres difficile de distinguer les spectres des deux modeles de
cascades, tant au niveau des données numériques qu’au niveau des prédictions théoriques.
Nous avons, en effet, choisi volontairement les parametres des cascades log-normales et log-
Poisson afin d’obtenir cette ressemblance sur une plage importante de valeurs de ¢g. Notre
intention est de mettre "accent sur le fait que, tres souvent, il est nécessaire d’accéder a
de grandes valeurs de |g| si 'on veut sans ambiguité distinguer deux modeles. Or, comme
nous 1’avons vu dans le cas des surfaces Browniennes fractionnaires, le calcul des spectres
multifractals pour de grandes valeurs de |g| nécessite un échantillon statistique de plus
en plus important. Ainsi, méme si I’on commence a percevoir une séparation des spectres
des deux modeles pour ¢ < —3 ou g > 6, il nous est impossible de distinguer le modele
log-Poisson de son approximation log-normale pour le nombre d’images (32) analysées.
Cette constatation n’est pas une limitation propre a la méthode MMTO 2D, car a partir
d’un méme échantillon statistique, aucune méthode d’analyse fractale n’est suffisamment
puissante pour surmonter les problemes de convergence statistique. Toutefois, nous aurions
pu choisir un jeu de parametres pour la cascade log-Poisson tel que le spectre 7(¢) differe
significativement d’une forme parabolique bien que restant tres proche du spectre de la cas-
cade log-normale autour de ¢ = 0, et en particulier en ¢ = 0, 1 et 2, valeurs pour lesquelles
il est possible de mesurer 7(¢) par d’autres méthodes (voir section 2.4.1, page 71). Dans ce
cas la méthode MMTO 2D est a notre connaissance le seul outil qui permette de distinguer
ces deux modeles via la mesure du spectre 7(¢) sur une plage raisonnable (¢ € [—4,6]) de
valeurs de g.
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Fig. 3.21 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO de
32 images (1024 x 1024) de surfaces rugueuses multifractales générées avec le modele de
cascade W log-Poisson (y = —(1/9)In2, 3 = (2/3)'/3 et A = 21In2), pour les échelles
a = ow, 20w, 4ow et 8ow. (a) P,(M) en fonction de M. (b) P,(A) en fonction de A.
1 est l'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1.
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Fig. 3.22 — Pdf du module My, des MMTO conditionnée par la valeur de I'argument A.
(a) a = 2%ow ; (b) 2 1oy . Les différentes courbes correspondent aux valeurs suivantes
de Ay (mod 7) : 0+ 7/8, n/4+n/8, n/2+ /8 et 3w/4+ w/8. Mémes parameétres de

calcul que dans la figure 3.21.

Les résultats de I'étude des pdfs de Ty pour plusieurs valeurs du parametre d’échelle
et pour des représentations différentes sont représentés dans les figures 3.21, 3.22 et 3.23.
Ces pdfs sont tres proches de celles obtenues avec les cascades log-normales ; on peut donc
tirer exactement les mémes conclusions que précédemment (voir plus haut). Cela n’est
pas surprenant vu la remarque sur la similitude entre ces deux modeles pour les jeux
de parametres choisis. La figure 3.24, qui est a comparer avec la figure 3.20, illustre la
multifractalité du modele log-Poisson : il n’existe pas une valeur de i unique qui permette,
par dilatation de M, d’un facteur 1/a", de superposer les pdfs calculées a différentes
échelles. Cette observation confirme l'existence d’un continuum de valeurs de k. Le spectre
des singularités D(h) quantifie les contributions relatives des singularités correspondantes
dans les fonctions multifractales ainsi synthétisées
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Fig. 3.23 — Représentation dans le plan (7y,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO pour les échelles a = ow (a), 20w (b), 4ow (c) et 8ow (d). Mémes
parametres de calcul que dans la figure 3.21.

Fig. 3.24 — Pdfs du module M,, des MMMTO a différentes échelles a = ow, 20w, 4ow
et 8o . (a) In(P,(M)) en fonction de M. (b) In(P,(M)) en fonction de M/a"(7=%) avec
hig =0) = —(y/In2+4+ Alng/In2) = 0.381. Mémes parametres de calcul que dans la
figure 3.21.
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3.4 Calcul du noyau d’autosimilarité de surfaces ru-
gueuses multifractales a partir du squelette de la
transformée en ondelettes 2D.

Comme nous venons de le voir, dans le cas multifractal, une simple dilatation des valeurs
de My, mettant en jeu un exposant d’invariance d’échelle unique ne permet pas de prédire
la forme de la pdf a une échelle donnée a partir de la connaissance de cette pdf a une
autre échelle. Afin de rendre possible cette prédiction, et donc de comprendre 1’évolution
de la distribution statistique du module My, dans les échelles, il est nécessaire d’avoir re-
cours a une opération plus élaborée sur ces pdfs. Cette section présente la généralisation
a 2D de la méthode du noyau d’autosimilarité G introduit par Castaing et ses collabo-
rateurs [201, 224-230], dans le contexte de I’analyse des pdfs des incréments du champ
de vitesse en turbulence pleinement développée. Une généralisation de cette approche aux
pdfs des maxima du module de la transformée en ondelettes a été récemment proposée par
Arneodo et ses collaborateurs [96,97,100,218,235]. Dans ce chapitre, nous allons nous baser
sur les acquis de cette premiere expérience effectuée sur des signaux 1D, pour étendre cette
approche de 1D a 2D afin de mettre en ceuvre des logiciels d’analyse d’images de surfaces
rugueuses multifractales. A cette fin, nous partons de I’hypothese de travail que les densités
de probabilité P,(M,A) des gradients T, factorisent :

P.(M, A) = P(M)P.(A). (3.40)

Le fait d’imposer que M, et Ay solent statistiquement indépendants, nous permet de
nous concentrer sur le comportement dans les échelles du module My, laissant de co6té
la possibilité que I'argument A, intervienne dans le calcul du noyau d’autosimilarité G.
L’étude d’un noyau prenant en compte une éventuelle contribution angulaire ouvre la porte
a la caractérisation de propriétés d’invariance d’échelle anisotropes qui peuvent apparaitre
dans telle ou telle surface. Cette éventualité est laissée de coté dans ce travail car elle
mérite de faire 'objet d’une étude spécifique approfondie qui va bien au-dela des objectifs
que nous nous sommes fixés dans cette these. Comme nous 'avons mentionné et vérifié
dans la section précédente, '’hypothese (3.40) est vérifiée par construction dans le cas
des modeles de cascades W log-normales et log-Poisson. Cette hypothese de factorisation
semble étre tout a fait raisonnable dans de nombreuses situations expérimentales.

3.4.1 Méthode de calcul du noyau d’autosimilarité

Considérons comme point de départ que ’hypothese (3.40) est vérifiée. Dans ces conditions,
on peut étendre I"approche de Castaing et al [201,224] en suivant la démarche décrite dans
les Réfs [96,97,218] et qui consiste a exploiter la décomposition espace-échelles fournit par
le squelette de la transformée en ondelettes. De par la nature multiplicative du processus
étudié, on peut exprimer la pdf du module des MMMTO a une échelle donnée comme étant
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la somme pondérée de versions dilatées de cette méme pdf calculée a une autre échelle
!
a >a:

P,(M) = /Gaa;(u)Pa/(e_“M)e_“du, pour a’ > a. (3.41)

Pour toute suite décroissante d’échelles {ay, ..., a,}, le noyau GG obéit a la loi de composi-
tion :

Gapay = Gapay_y * oo * Gaay s (3.42)

ou  représente le produit de convolution. D’apres Castaing et al [201,224], une cascade
est autosimilaire, s’il existe une suite décroissante d’échelles {a,} telle que G,,.,_, = G,
ou (7 est indépendant de n. La cascade est continument autosimilaire [201,224], s’il existe
une fonction s(a) positive et décroissante telle que (G, dépend de a et de a’ uniquement
par I'intermédiaire de s(a, a’) = s(a) — s(a’), c’est-a-dire que I'on peut exprimer ce noyau
sous la forme : Guo(u) = G(u,s(a,a’)). En fait, s(a,a’) repésente le nombre d’étapes
élémentaires de la cascade pour passer de ’échelle a’ a échelle a et s(a) peut étre vue
comme le nombre d’étapes pour aller de I’échelle « intégrale » L a ’échelle a considérée.
D’apres I'équation (1.5) (page 3), on peut exprimer I’équation (3.42) comme un produit
dans l’espace de Fourier :

éaa’(p) = G(p)s(a’“,), pour a’ > a. (3.43)

De cette équation, il ressort que (i est la fonction caractéristique d’une densité de pro-
babilité infiniment divisible. Une telle cascade est appelée cascade log-infiniment divi-
stble [197,199,201]. D’apres la définition de Novikov [197,199], la cascade est invariante
d’échelle si :

!/

s(a,a’) = In <“—> , (3.44)

a

c’est-a-dire si s(a) = In(L/a).
L’estimation numérique de G [96,97] passe par le calcul de la fonction caractéristique
M (p, a) associée aux MMMTO appartenant au squelette de la transformée en ondelettes a

Iéchelle a [129] :
M(p,a) = /eiplnMPa(M) dM. (3.45)

En utilisant I’équation (3.41), on en déduit que G doit vérifier la relation :

M(p,a) = Guu(p)M(p,d’). (3.46)
On peut donc estimer le noyau reliant les statistiques de My, a deux échelles différentes
par 'intermédiaire des fonctions caractéristiques calculées a ces deux échelles :

A _ M(p,a)

Gaa/(p) = m (347)
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L’estimation numérique de la fonction caractéristique a chaque échelle s’obtient a partir
du calcul séparé des moyennes < cos(pln M) > (partie réelle de M) et < sin(plnM) >
(partie imaginaire) sur le squelette de la transformée en ondelettes.

3.4.2 Estimation du noyau d’autosimilarité de surfaces rugueuses gé-
nérées par des modeles de cascades W aléatoires.

Cette sous-section est consacrée a la validation de la méthode de calcul du noyau d’auto-
similarité décrite ci-dessus. A cette fin nous allons I'appliquer sur les cas d’école que sont
les modeles de cascades W log-normales et log-Poisson présentés dans la section 3.2.2.

Mise en évidence d’une cascade continiment autosimilaire

Dans un premier temps, nous nous proposons de tester la validité de I’équation (3.43). A
cette fin, nous calculons le logarithme du module In |G,m/| et 'argument ®,,, de Gaa/ suivant
I’équation (3.47). Dans les figures 3.25a et 3.25c, nous avons représenté ces deux grandeurs
pour un échantillon statistique de 32 images (1024 x 1024) de surfaces générées a ’aide du
modele de cascades W log-normales, et pour plusieurs couples d’échelles (a,a’). Dans les
figures 3.25b et 3.25d, nous avons réussi a superposer toutes ces données sur une méme
forme pour le noyau G(p) Gié,( ), ou s(a,a’) = In(a’/a). Ces figures apportent donc
la preuve de la pertinence du comportement prédit par les équations (3.43) et (3.44), et
nous permettent bien de retrouver les propriétés d’invariance d’échelle et d’autosimilarité
du modele de cascades W aléatoires log-normales. Notons que pour des valeurs de |[p
plus grande que 5, les différentes courbes expérimentales commencent a s’éloigner de leur
comportement commun. Cela reflete simplement le fait que nos calculs commencent a étre
sérieusement affectés par les problemes de convergence statistique. Comme l'illustrent les
résultats rapportés dans la figure 3.27, les mémes observations peuvent étre faites dans le
cas des surfaces rugueuses générées par le modele de cascades W aléatoires log-Poisson.

Comparaison du noyau log-normal et du noyau log-Poisson

Maintenant que nous avons validé I’équation (3.43), nous pouvons nous intéresser plus
précisément a la forme du noyau G afin de tenter de distinguer le cas log-Poisson de son
approximation log-normale. Pour cela décomposons In G en série de Taylor [96,97] :

G(p) = exp (Z ck%) . (3.48)

k=1

L’équation (3.43) devient :

Crua(p) = exp (st,a')ck(“ff ) , (3.49)

k=1
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Fig. 3.25 — Calcul du noyau Gq(p) pour 32 images (1024 x 1024) de surfaces rugueuses
multifractales générées avec le modele de cascades W aléatoires log-normales (m =
—0.381n2 et 02 = 0.031n2). ¥ est 'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1. (a)
In |G 4 (p)] en fonction p; (b) In|Gaqr(p)]/ In(a’/a) en fonction p; (¢) ®@,4q:(p) en fonction
p; (d) ®@uar(p)/In(a’/a) en fonction p. Les symboles correspondent au paires d’échelles
suivantes : @ = 2%%0w, a’ = 2350w (0);a = 20w, d' = 23S0y (m);a = 20w, d = 20w
(0) et @ = 20y, o' = 230w (e). Dans (a) et (c) les traits pleins correspondent &
la prédiction théorique pour le noyau Gaar(p) (Eq (3.55)) pour le couple d’échelles
a = 20w, a = 230w (o). Dans (b) et (d) les traits pleins correspondent & la prédiction
théorique pour le noyau d’autosimilarité G’(p) = exp [(zmp —0o?p?/2)/1n 2].

ou les coeflicients réels ¢, sont les cumulants de G.

Revenons a la regle de construction des cascades W aléatoires définie dans la section 3.2.2.
Soit P; la pdf des modules des coefficients en ondelettes d; .., » (Eqgs. (3.24) et (3.25)). Notons

P]-(log)(u) la pdf de Ind; :

Pj(log)(u) _ etu(eu)‘ (350)
Si j1 > j2, alors ’équation (3.28) conduit a la relation :
Ind;, = Ind;, +1In Mj,_y + -+ +1n Mj,. (3.51)

Ainsi

P(log)(u) — plog) Gy (w), (3.52)

J2 J1
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ou G (u) = G+ G+*...xG et ou G(u) est la pdf de In M. On obtient donc dans 'espace
de Fourier :

PE(p) = PP (p) G0 (p), (3.53)

J1
ou
s(Ja, 1) = J1 — J2 (3.54)

représente le nombre d’étapes de la cascade entre 1’échelle 271 et 1’échelle 272. Ces calculs
élémentaires confirment que les cascades W aléatoires sont autosimilaires et invariantes

d’échelle.

Cascades W log-normales. Par définition du modele, le noyau d’autosimilarité G est supposé
étre Gaussien [96,97,218,219], ce qui conduit a la forme suivante dans ’espace de Fourier :

. 2.2 '

A mmp  o°p a _

(;aal ¥ = - — 1 I . .
(p) = exp {<1n2 21n2> n(a)} (3.55)

D’apres ’équation (3.49), les cumulants de ce noyau Gaussien s’expriment simplement a
partir des parametres m et o? du modele :

co=m/In2, ¢;=0*/In2, ¢ =0, pour k > 3. (3.56)

Suivant la procédure utilisée dans la figure 3.26, ces cumulants peuvent étre mesurés expé-
rimentalement & partir du comportement en fonction de In(a’/a) des quantités suivantes :

Cna(a,0') = (—1)" ™ @, /0P |,

= can411n(d’/a),

(3.57)

et
Conya(a,d’) = 07+ 1In |Gaur |/ Op*" 2|0,

= Can42 In(d’/a),

(3.58)

pour n > 0, et ou ®,,/ est 'argument de Gaa/. Lorsque 1'on trace C(a,a’) en fonction de
In(a’/a) pour plusieurs valeurs de 1’échelle de référence a’, on obtient ’ensemble des courbes
représentées dans la figure 3.26a. On constate que tous les points de ces différentes courbes
se positionnent parfaitement sur une méme droite dont la pente est bien donnée par la
valeur théorique du cumulant d’ordre un, ¢; = m/In2 = —0.38. La figure 3.26b montre
qu’une démarche similaire nous permet d’extraire le cumulant d’ordre deux, ¢; = 0?/In2 =
0.03, du comportement linéaire de C3(a, a’) en fonction de In(a’/a). Dans la figure 3.26¢, on
constate que I’ensemble des données obtenues pour Cs(a,a’) fluctuent autour de la valeur
Cs(a,a’) = 0 et ce quelle que soit I'échelle de référence a’. La valeur théorique du cumulant
d’ordre trois, ¢ = 0, constitue donc une bonne approximation de la pente de Cs(a,a’)
en fonction de In(a’/a). Ces fluctuations autour de 0 sont, encore une fois, le signe d’un
manque de convergence statistique dans I’estimation des cumulants d’ordre supérieur ou
égal a trois.
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Fig. 3.26 — Calcul des cumulants du noyau d’autosimilarité G de surfaces rugueuses
multifractales générées avec le modele de cascades W aléatoires log-normales. Mémes
parametres de calcul que dans la figure 3.25. (a) C(a,a’) en fonction de In(a’/a); (b)
C3(a,a’) en fonction de In(a’/a); (c) Cs(a,a’) en fonction de In(a’/a). Les symboles
correspondent aux valeurs suivantes de ’échelle de référence : a’ = 2950y (o), 20w
(0), 2w (%), 220w (m), 2250w (0), 2%w (X) et 2°Pow (A). Les traits pleins cor-
respondent aux pentes théoriques ¢; = m/In2 = —0.38 (a), c2 = 0?/In2 = 0.03 (b) et
c3 =0 (c).

Cascades W log-Poisson. Le noyau d’une cascade W log-Poisson possede la forme suivante

dans l'espace de Fourier [96,97,218,219] :

A H)x(COS(pln B)—1) L (vp + Asin(pln ﬂ))} In <a>] 7 (3.59)

Gaa’ =
(p) = exp In2 ' In2

a

ou v, B et XA sont les parametres du modele. D’apres 1’équation (3.49), on obtient les
expressions suivantes pour les cumulants de ce noyau :

_ o+t Aln 3 ot A(In 3)*

= k> 2. 3.
" Ck g Pourk =z (3.60)

9]
Remarquons que le processus de cascade log-Poisson tend vers une cascade log-normale
lorsque |pln 3] < 1, c’est-a-dire dans la double limite 3 — 1 et A(In 3)* — 2. Dans la
figure 3.28 nous avons représenté les résultats du calcul de Cy(a,d’), Cz(a,d’) et Cs(a,a’)
en fonction de In(a’/a), pour plusieurs valeurs de 1’échelle de référence a’. On constate
que pour Cy et Cy, les données se positionnent systématiquement le long de droites dont
les pentes correspondent respectivement aux prédictions théoriques pour les cumulants
ci=(y+AInB3)/In2 = —0.381 et c; = A(In3)?/In 2 = 0.036. Notons que ces résultats ap-
portent la preuve numérique de I'invariance d’échelle du processus étudié. Lorsque 1’on ob-
serve la figure 3.28¢, on remarque un comportement de '3 assez bruité. Cependant, malgré
les problemes de convergence statistique, I’ensemble des points semble suivre une tendance
de pente négative pas trop éloignée de la valeur théorique ¢3 = A(In3)*/In2 = —0.0049.
Cette tendance non-nulle permet donc de distinguer le modele log-Poisson (Fig. 3.28¢) de
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Fig. 3.27 — Calcul du noyau G,ur(p) pour 32 images (1024 x 1024) de surfaces ru-
gueuses multifractales générées avec le modele de cascade W aléatoires log-Poisson
(A= —(1/9)1n2, 8 = (2/3)"/% et A = 2In2). Méme représentation que dans la fi-
gure 3.25. Dans (a) et (c) les traits pleins correspondent aux prédictions théoriques
pour le noyau Guq(p) (Bq. (3.59)) pour a = 20w, o = 230w (0); les traits in-
terrompus correspondent 3 I’approximation log-normale de Gq:(p). Dans (b) et (d)
les traits pleins correspondent aux prédictions théoriques du noyau d’autosimilarité
G(p) = exp[ (Mcos(plnB) —1) + i(yp+ Asin(pln B)))/In2]; les traits interrom-
pus correspondent a l'approximation log-normale du noyau d’autosimilarité G’(p) =

exp[(i(y+1n 8)p — A(ln B)*p?/2)/1n 2].

son approximation log-normale (Fig. 3.26¢). La figure 3.27d illustre cette 1égere différence :
on constate que pour des valeurs de |p| plus grandes que 4, ®,,//1In(a’/a) s’éloigne de la
prédiction linéaire du processus log-normal (trait interrompu) caractérisant ainsi la pré-
sence d’un cumulant d’ordre trois différent de zéro. Cependant, la zone ou cette différence
devient significative correspond aux grandes valeurs de |p| ou nos calculs commencent a
souffrir sérieusement de probleme de convergence statistique. Il faut donc interpréter ces
observations avec beaucoup de prudence et savoir se contenter parfois de l'information
qualitative qu’elles peuvent fournir.

Maintenant que nous avons réussi a déterminer la forme du noyau G pour chacun des
deux modeles de cascades W aléatoires de la section 3.2.2, il est important de vérifier la
validité de notre méthodologie. Pour cela, nous allons tenter de superposer sur une méme
courbe, les pdfs du module des MMMTO calculées a différentes échelles, en utilisant la for-
mule (3.41) dans laquelle nous remplacons le noyau (G,, par notre estimation numérique.
La figure 3.29a montre le résultat remarquable obtenu dans le cas log-normal avec le noyau



150 MMTO 2D : analyse multifractale

1L _ 1 L J
F 1 005 L 4 0.02 |- =
C, 0OfF <4 C 0r 4 Cq 0 -
i 1-005 | - 002 B i
L N ] I |
[ | | [ | |
—2 2 —2 2 —2 2

0 0 0
In(a’'/a) In(a'/a) In(a’'/a)

Fig. 3.28 — Calcul des cumulants du noyau d’autosimilarité G de surfaces rugueuses
multifractales générées avec le modele de cascades W aléatoires log-Poisson. Mémes
parametres de calcul que dans la figure 3.27. (a) C(a,a’) en fonction de In(a’/a); (b)
C3(a,a’) en fonction de In(a'/a); (c) Cs(a,a’) en fonction de In(a’/a). Les symboles
correspondent aux échelles de référence suivantes : @’ = 2%5ay (o), 200 (0), 2!ow
(%), 220w (m), 22%0w (0), 2%ow (x) et 2*%ow (A). Les traits pleins correspondent aux
pentes théoriques ¢; = (y+ Aln3)/In2 = —0.381 (a), c2 = A(In 8)%/1n 2 = 0.036 (b) et
ez =AInB)%/In2 = —0.0049 (c).

Gaussien calculée dans les figures 3.25 et 3.26. Dans la figure 3.29b, les queues des pdfs
restent distinctes dans le cas de la cascade log-Poisson lorsque 1’on utilise I'approximation
Gaussienne du noyau, c’est-a-dire sans la présence du troisieme cumulant. Lorsque 1’on
introduit la contribution de ¢3 dans la forme de G (Fig. 3.29¢), sans que cela soit specta-
culaire, les queues semblent se rapprocher légerement : encore une fois nous atteignons les
limites de notre étude pour ’échantillon statistique de 32 images (1024 x 1024) dont nous
disposons.

Remarque

I1 est possible de relier la définition de la fonction caractéristique M (p,a) (Eq (3.45))
a celle de la fonction de partition Z(q, a) donnée par I’équation (2.70) (page 72) [97] :

2(g,a) ' (i
2(0,a) =< M? > (a) = M(—1q,a), (3.61)

T(q)—I—Q’

S(gq,a) =

ott Z(0,a) ~ a~* dans le cas des surfaces rugueuses multifractales qui sont singulieres en
tout point. De 'expression du noyau G dans 'espace de Fourier (Eq. (3.47)), on déduit
de I’équation (3.61) la relation suivante :

= Gowr(—iq). (3.62)
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In(P,(4L))

Fig. 3.29 — Pdfs de M, calculées aux échelles suivantes : ¢ = ow, 20w, 4ow et 8ow. (a)
In(FP,(M)) en fonction de M ; données correspondant aux cascades W log-normales de la
figure 3.20a et transformées suivant ’équation (3.41) avec le noyau Gaussien déterminé
numériquement dans les figures 3.25 et 3.26. (b) In(FP,(M)) en fonction de M ; données
correspondant aux cascades W log-Poisson de la figure 3.24a et transformées suivant
un noyau Gaussien construit a partir des deux premiers cumulants estimés dans les
figure 3.28a et 3.28b (c). Mémes pdfs que dans la figure (b), mais apres transformation
avec un noyau faisant intervenir le troisieme cumulant estimé dans la figure 3.28c.

En utilisant 'expression (3.49) de (iaar, o0 obtient :

5(g,) (“) : (3.63)
a

comportement qui est consistant avec le comportement en loi de puissance donnée par
I’équation (3.61) dans la mesure ou

at k

T((]) = — Z Ck% — 2. (364)

k=1

Cette équation permet de définir la forme générale du spectre 7(¢) en fonction des cumu-
lants ¢x. Dans le cas des cascades W aléatoires log-normales et log-Poisson, I'introduc-
tion de ’expression des cumulants (Eq (3.56) et (3.60)) dans I’équation (3.64), permet
de retrouver I'expression des spectres 7(¢) théoriques donnée par les équations (3.29)
et (3.37). Ainsi, la similitude entre les deux premiers cumulants de ces deux modeles
(log-normal : ¢; = —0.380, ¢z = 0.030; log-Poisson : ¢; = —0.381, ¢ = 0.036) dé-
bouche, comme nous 'avons vu dans la section 3.3, sur une forte ressemblance des
spectres 7(q) correspondants, la distinction venant essentiellement de la différence entre
les cumulants d’ordre supérieur ou égal a trois. Ceci explique a posteriori les difficultés
rencontrées par la méthode MMTO 2D pour distinguer les propriétés multifractales des
surfaces rugueuses engendrées par ces deux modeles de cascades aléatoires pour les jeux
tres particuliers de parametres utilisés.
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3.5 Transformée en ondelettes et fonctions de corrélation
espace-échelles

3.56.1 Fonctions de corrélation espace-échelles

Les différentes tentatives, rapportées dans la littérature [241-243], d’étude des corrélations
présentes dans les fonctions multifractales se basent essentiellement sur le calcul de corré-
lations spatiales entre singularités de méme exposant de Holder ou d’exposants de Holder
différents. Une nouvelle approche a été récemment proposée dans les Réfs [100, 111, 236].
L’originalité de cette approche est qu’elle ne repose pas sur (ni présuppose) les propriétés
d’invariance d’échelle de la fonction considérée. En fait, celle ci consiste a étudier les cor-
rélations d’'une décomposition espace-échelles de la fonction étudiée. Plus précisément, si
X(x) est une fonction localisée de type « porte » telle que ||x||1 = 1, I'idée est de considérer
la quantité ?(x,a) définie a partir de la transformée en ondelettes de la fagon suivante :

2 (x,0) = 0~ / ©((x = y)/a) [Ty 1y, ) dy, (3.65)

et telle que la norme L? de f s’exprime simplement sous la forme :

171 = [[ *oxa)xd (5.66)

£?(x, a) peut donc étre vu comme une densité d’énergie locale espace-échelles de la fonction
f. La vraie densité d’énergie est obtenue lorsque x est un Dirac et en jouant sur la forme
de cette fonction (en prenant une fonction porte, par exemple) on peut contourner les pro-
blemes d’instabilité numérique. Cette quantité *(x,a) étant définie positive, on préférera
plutot travailler avec son logarithme, que l'on appellera magnitude de la fonction f au
point x et a I’échelle a :

w(x,a) = %1H€Q(X,a). (3.67)

Notre but dans cette section est de montrer qu’un processus multiplicatif peut étre mis en
évidence par 1’étude des corrélations de ces magnitudes espace-échelles :

C(Xl,Xg;al,ag) =< J)(Xl,al)@(XQ,az) >7 (368)

ou < --- > est la moyenne d’ensemble, et & le processus centré w— < w >.

Remarque

Notons que, plutot que de travailler directement sur le module de la transformée en
ondelettes continue, on peut choisir de se limiter aux points du squelette de la transfor-
mée en ondelettes, c’est-a-dire aux MMMTO. Dans ce cas la magnitude est simplement
w(x,a) =InM(x,a), ou (x,a) est un MMMTO appartenant au squelette.
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3.5.2 Analyse des corrélations espace-échelles des cascades W aléa-
toires

La construction d’une cascade W aléatoire suit une regle qui se base sur un arbre dans le
demi-hyperplan espace-échelles (section 3.2.2). C’est cette structure en arbre qui justifie
la notion de cascade : un nceud de 'arbre symbolise une étape élémentaire du processus
multiplicatif et le coefficient en ondelettes de ce nceud « contient » une information sur 1’his-
toire des coeflicients de ses nceuds peres depuis la génération la plus ancienne, c’est-a-dire
I’échelle « intégrale ». C’est cette information que nous cherchons a extraire par ’estimation
des fonctions de corrélation espace-échelles. Chaque nceud est associé a un détail donné
a une échelle donnée dont I'importance est déterminée par la valeur du coefficient en on-
delettes en ce nceud de 'arbre de la décomposition sur la base orthogonale d’ondelettes
séparables. L’étude des corrélations entre ces coefficients est donc susceptible de nous ren-
seigner a la fois sur la structure ultramétrique de la construction ainsi que sur I’histoire de
ces valeurs [111,236-238]. Intéressons nous dans un premier temps aux corrélations entre
deux coefficients qui se trouvent & une méme échelle a; = 27. Soit |Ax| = Az = 2/Ak
la distance entre deux coefficients de la décomposition en ondelettes. Afin de simplifier
les notations, nous avons choisi de nous concentrer uniquement sur les écarts suivant la
direction de I’axe des . Comme nous le verrons plus tard, dans le cas des fonctions f iso-
tropes, les prédictions théoriques sont indépendantes de la direction de séparation. Soient
k = (ks ky), ki = k et ky = k + Ak, avec Ak = (Ak,0). Supposons que 'ancétre com-
mun le plus proche des coefficients d;x; et d;x, (Eqs. (3.24) et (3.25)) se situe a I’échelle
oN-lkike) T valeur I(j, ky, ko) définit la distance ultramétrique entre les deux coefficients
en ondelettes [219]. Dans ces conditions, et d’apres 1’équation (3.25), on a :

(N=t(ier ka)—1)

djx, = MW=V M<N_l(j’k1’k2)).M[l] M) (3.69)
et
iy, = MO M<N—l<kahk2>).M[g]N it ka)~1) M), (3.70)

ot les M, M[(f]) et M[(;]) sont des variables indépendantes qui suivent la méme loi P(M)
que la variable aléatoire M. La covariance de leur logarithme s’exprime donc simplement

sous la forme

1(7,k1,kz)
COV(IH dj,kl s In d]'7k2) = ; Cov <1H M(N_Z)’ In M(N_Z)) ’ (371)

= UQZ(j, kl, kg),
ot 0% est la variance de In M. Remarquons que la structure ultramétrique des cascades

W implique qu’un tel processus n’est pas stationnaire (ni ergodique). Le fait que nous
manipulions en général des réalisations indépendantes de taille L = 2V de ces processus
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de cascade, permet de considérer qu’en bonne approximation les corrélations ne dépendent
que de la distance Az = |Ax|. On peut ainsi remplacer dans I’équation (3.68) la moyenne
d’ensemble par la moyenne d’espace [219] :

I=N—j-1
C(Az;pa) =4No* > Nja(l)l, (3.72)

(=0

ot N; (1) est le nombre de coefficients en ondelettes d;x (0 < k, < 2/ — 2P) tels que d;x
et djx, ou k = (k;,ky) et k' = (k; + 27, k,), sont & une distance ultramétrique [ 'un de
lautre. Il est évident que N;20(l) = 0 pour [ > N — j — p. De plus, on montre facilement
que VI< N —7—p,

N]‘72p(1) == 4pNj_p71(1). (373)
Comme N; (1) = 2N=*! Péquation (3.72) devient, pour tout p < N — j :

N—j—p—1
C(A$j72p; a]‘) = 477N g2 Z 4pNj—p71(l)l7
(=0
N—j—p—1
_ 4p+]‘_NO_2 Z 2N—j—p:zll7 (374)
(=0
— HN Ay (] - paNie _gN-ion 1]

= UZ(N —j—p—2+ 2p+j—N+1)'

Cela signifie simplement que lorsque Az (= 2P*7) est suffisamment petit (¢ < Az < L),
la fonction de corrélation C(Az,a) de la cascade W se comporte comme le logarithme de

la distance Az [219,236] :

L
C(Az,a) ~ o*log, <A—> . (3.75)
T

Ainsi, la fonction de corrélation a un comportement asymptotique qui ne dépend pas de
I’échelle a. De plus, bien qu’établie pour les séparations dans la direction des x, I’équa-
tion (3.74) est tout aussi valable pour les séparations suivant ’axe des y ou suivant les
diagonales. Ceci implique que 1’équation (3.75) demeure valide pour les surfaces rugueuses
isotropes lorsque I’on moyenne sur la direction du vecteur séparation Ax.

Remarque

La méme démarche peut étre appliquée pour prédire le comportement de la fonction de
corrélation C(Ax,ay,as), entre un coefficient a I’échelle a; et un coefficient a 1’échelle
ay. Lorsque Az est plus grand que la plus grande des deux échelles, la fonction de
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corrélation s’exprime uniquement en fonction de Az, indépendamment des échelles mises
en jeux [219,236] :

L Az
C(A. — o2 [log, [ =) — 2 4 22F
( "E)a17a2) ag <0g2 (/2 $> L >7 (376)

poursup(ay, as) < Az < L.

Ainsi la structure ultramétrique de la transformée en ondelettes de surfaces rugueuses
multifractales générées par un modele de cascades W aléatoires, se manifeste par un
comportement décroissant tres lent des fonctions de corrélation espace-échelles comme
le logarithme de la distance de séparation.

3.5.3 Distinction entre processus multiplicatifs et additifs

Dans la figure 3.30a sont rapportés les résultats du calcul des fonctions de corrélation
C(Az,ay,az) sur une moyenne de 32 images (1024 x 1024) de surfaces rugueuses mul-
tifractales générées a partir du modele de cascades W log-normales, pour le méme jeu
de parametres que celui utilisé pour synthétiser la surface rugueuse illustrée dans la fi-
gure 3.6a. On constate que pour Az > sup(ay,asz), tous les points se positionnent une
méme courbe quelle que soient les échelles a; et a; concernées. De plus, bien que 1’on-
delette analysatrice soit différente de celle utilisée lors de la construction, les résultats
numériques sont en remarquable accord avec la prédiction théorique donnée par 1’équa-
tion (3.76) pour o? = 0.03In2 et L = 1024. Cette lente décroissance logarithmique de la
fonction de corrélation espace-échelles est caractéristique de la présence de corrélations a
longue distance dans la construction des cascades W [111,219,236-238]. Remarquons que
I’on ne retrouve pas ce comportement décroissant indépendant de 1’échelle dans les pro-
cessus additifs tels que les surfaces Browniennes fractionnaires étudiées dans la section 2.5
(page 78). En effet, les corrélations présentes dans de telles surfaces résultent des fluctua-
tions du signe et non de 'amplitude de leurs variations. La figure 3.30b montre les fonctions
de corrélation C(Aw,ay,ay) obtenues pour une moyenne sur 32 images (1024 x 1024) de
surfaces rugueuses monofractales isotropes générées pour un processus Brownien fraction-
naire d'index H = 1/3 (voir figure 2.14a, page 80). A la différence avec les processus de
cascades W aléatoires, on constate sur ces données I’absence totale de corrélation pour des
distances Az supérieures a la plus grande des deux échelles a; et as.

Remarque

Nous n’avons pas jugé opportun de montrer les résultats du calcul de ces fonctions de
corrélation dans le cas des surfaces rugueuses synthétisées a I’aide du modele de cascades
W aléatoires log-Poisson, dans la mesure ou aucune différence notable par rapport aux
cascades log-normales n’est a signaler. Cela s’explique, encore une fois, par la similitude
statistique des surfaces générées due au choix particulier des parametres pour chacun de
ces modeles. En effet, la variance pour la cascade log-Poisson ¢ = A(In 3)* = 0.025 est
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trés proche de celle de la cascade log-normale ¢ = 0.031n2 = 0.021. Or la variance o

0.2

log,(Ax)

log,(Ax)

Fig. 3.30 — Fonction de corrélation C'(Az, a1, a2) de la magnitude (Eq. (3.68)) en fonction
de log,(Az), calculée a partir des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024).
L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette isotrope d’ordre ny = 1. (a) Cascades
W log-normales pour le jeu de parametres m = —0.38In2 et ¢ = 0.031n 2. (b) Surfaces
Browniennes fractionnaires Bp—i/3. Les symboles correspondent aux paires d’échelles

sulvantes :

ay = ay = 20w (0); a1 = ow, ay = 20w (8); a1 = ow, az = 2*ow (O)

et a; = 20w, ay = 2%0w (0). Dans (a) le trait plein représente la prédiction théorique
donnée par I’équation (3.76). Nous avons jugé bon de ne pas montrer les points pour
Az < ow (~ 13 pixels).

2

est le seul parametre (avec la taille du systeme L) qui intervient dans I'expression de la

fonction de corrélation espace-échelles (Eq (3.76)). Afin de pouvoir différencier ces deux

modeles, nous avons vu qu’il était nécessaire d’accéder a 'information contenue dans

les cumulants d’ordre supérieur du noyau d’autosimilarité. Dans le cadre de I’étude des

fonctions de corrélation espace-échelles, cela démontre la nécessité de calculer des fonc-

tions corrélation espace-échelles mettant en jeu un nombre de points supérieur a deux.
Pour cela, il est impératif d’avoir a sa disposition une collection d’images suffisamment
importante afin de surmonter les problemes de convergence statistique.

3.6 Perspectives

Dans ce chapitre nous avons testé la capacité de la méthode MMTO 2D a extraire I'infor-

mation sous-jacente a la construction et aux caractéristiques multifractales de surfaces ru-

gueuses synthétiques. En effet, cette méthode permet de quantifier précisément les spectres

7(q) et D(h) qui décrivent statistiquement les fluctuations de rugosité des surfaces étudiées.

Toutefois, nous avons montré qu’il était possible d’aller plus avant dans la caractérisation
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de la complexité structurelle de ces surfaces rugueuses. En particulier, le calcul du noyau
d’autosimilarité a partir du squelette de la transformée en ondelettes permet de remon-
ter au processus multiplicatif sous-jacent, d’en préciser la nature et de vérifier I'invariance
d’échelle. Enfin, I’étude des fonctions de corrélation espace-échelles est indispensable pour
apporter la preuve d’une organisation structurelle ultramétrique sous-jacente a la nature
multifractale de ces surfaces rugueuses.

Au-dela de la description multifractale, nous nous sommes aussi intéressés dans ce cha-
pitre a la modélisation et a la synthese de surfaces rugueuses multifractales par des pro-
cessus de cascades aléatoires sur des bases orthogonales d’ondelettes séparables 2D. Ces
cascades W aléatoires présentent 1’avantage d’offrir un cadre mathématique susceptible de
faciliter la démonstration de résultats théoriques rigoureux concernant les propriétés de
régularité de fonctions 2D multifractales isotropes ou anisotropes. En effet, de tels modeles
offrent, par la simplicité et la souplesse de leur regle de construction, la possibilité de géné-
rer une grande variété de surfaces aux caractéristiques tres différentes. On peut imaginer
appliquer d’autres regles de propagation des coefficients sur I’arbre de la décomposition en
ondelettes, en introduisant par exemple des corrélations entre les branches d’une méme gé-
nération ou un effet de mémoire a l'intérieur d’une méme branche. On peut aussi envisager
de changer la topologie de cet arbre voire d’utiliser d’autres bases d’ondelettes.

Au dela de I'aspect fondamental des résultats théoriques et numériques rapportés dans ce
chapitre, j’aimerais insister pour conclure sur I’apport technologique que constitue I’arsenal
algorithmique et la batterie de logiciels que nous avons di développer pour la conduite de
ce travail. En effet, la richesse et la complexité des méthodes utilisées ont nécessité un
investissement important de mise en ceuvre. Nous disposons aujourd’hui d’outils de calcul
performants concernant : toutes les étapes de la méthode MMTO 2D (voir la description dans
la section 2.4.3, page 74), la méthode du noyau d’autosimilarité, la méthode des fonctions
de corrélation espace-échelles, les algorithmes de synthese par cascades W aléatoires sur
des bases d’ondelettes. Nous espérons dans un futur proche pouvoir mettre ces nouveaux
outils d’analyse et de synthese d’images a la disposition de la communauté scientifique via
le site internet du CRPP.
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Chapitre 4

Application de la MMTO 2D a l'analyse
d’images satellites de nuages

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous appliquons la méthode MMTO 2D a 1’étude d’images satellites de
nuages. La problématique que pose I'observation d’une extréme variabilité dans les données
enregistrées, avec des fluctuations mettant en jeu une gamme d’échelles importante, a été
principalement abordée dans le cadre de I’étude des écoulements turbulents [20,87,188,189].
Une des préoccupations principales dans ce domaine demeure la possible universalité des
propriétés d’invariance d’échelle des champs turbulents dans la limite ou la petite échelle
du systeme, a savoir 1’échelle de Kolmogorov ou I’énergie est dissipée, tend vers zéro (c’est-
a-dire a la limite des grands nombres de Reynolds). Cependant, il est tres difficile d’accéder
expérimentalement a des valeurs du nombre de Reynolds suffisamment grandes pour pou-
voir tester les hypotheses émises. Malgré un manque de flexibilité certain par rapport aux
expériences de laboratoires (soufflerie), I’atmosphere fournit un cadre expérimental excep-
tionnel dans la mesure ou elle permet d’atteindre des nombres de Reynolds extrémement
élevés. Les nuages constituent incontestablement 1'une des manifestations la plus visible
et la plus évidente de la turbulence atmosphérique. A I’origine du cycle hydrologique, les
nuages ont une influence non négligeable sur la propagation du rayonnement solaire dans
I’atmosphere. Ils jouent donc un réle central dans la régulation du climat [12,244-247]. La
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modélisation de leur structure est donc primordiale pour pouvoir prédire 1’évolution des
conditions climatiques. Aussi surprenant que cela puisse paraitre les nuages sont des ob-
jets encore tres mal compris. En particulier, I’extréme simplicité des modeles utilisés pour
simuler la composante nuage dans le probleme de I'interaction nuage-rayonnement est res-
ponsable pour une grande part de I'incertitude des modeles climatiques actuels [248]. Ainsi
les études des phénomenes de propagation du rayonnement solaire dans I’atmosphere sup-
posent en général que les nuages sont homogenes et qu’ils forment une couche plate parallele
a la surface de la terre. La seule hétérogénéité introduite dans certains de ces modeles parmi
les plus réalistes, consiste a partitionner I’espace en zones claires et en zones nuageuses dans
une proportion fixée par la fraction de couverture nuageuse désirée. Ce manque de com-
préhension de la structure des nuages provient principalement d’'un manque de données
enregistrées in situ qui permettraient d’étudier plus en profondeur la microphysique des
nuages ainsi que les interactions nuage-rayonnement. Il est maintenant acquis que la struc-
ture des nuages présente une grande variabilité dans toutes les directions et que les notions
de fractales [244,245,249-254] et de multifractales [12,246,255-257] sont pertinentes pour
analyser et modéliser la complexité géométrique 3D des nuages. Par géométrie, nous enten-
dons non seulement la forme convolutée de la couche extérieure des nuages qui est le reflet
de la turbulence environnante, mais aussi 1’aspect intermittent de leur structure interne
qui joue un role majeur dans la modulation du rayonnement solaire [239,246,255,258-262].
Afin d’accéder a cette structure interne, les nombreuses campagnes de mesure (FIRE [263],
ASTEX [264], SOCEX [265], etc.) menées durant ces quinze derniéres années ont consisté a
faire traverser le nuage par un ballon ou un avion sonde afin d’extraire des coupes 1D de
champs tels que la concentration en eau liquide (LWC, de 'anglais liguid water content) de
Iatmosphere [257,266-273]. Grace a ces programmes intensifs, on dispose aujourd’hui d’une
grande quantité de données expérimentales qui toutes confirment I’extréme irrégularité des
signaux enregistrés. De plus, la dynamique et la résolution de ces enregistrements per-
mettent d’envisager ’analyse des propriétés d’invariance d’échelle des champs étudiés sur
une gamme d’échelles tres conséquente, depuis quelques centimetres jusqu’a des centaines
de kilometres. Depuis quelques années, une alternative intéressante existe avec les images a
haute résolution de nuages transmises par divers satellites. En effet, ces images fournissent
une information spatiale sur les fluctuations de la concentration en eau liquide intégrée sur
I’épaisseur des nuages [239,250,252-254,259,274-278]. Ces images sont obtenues par des
systemes de détection appelés « radars millimétriques » qui sont sensibles non seulement
aux gouttes de pluie mais aussi aux gouttes d’eau en suspension dans I’atmosphere. L’ana-
lyse spectrale du champ de radiance 2D digitalisé [239,259,274-278] confirme I’existence de
propriétés d’invariance d’échelle sur une gamme d’échelles suffisamment importante pour
que 'on puisse envisager d’appliquer les concepts de fractales et multifractales.

La premiere analyse fractale de données atmosphériques remonte a ’article de Love-
joy [244] ou celui ci souligne une relation surface-périmetre anormale dans des données
pluviométriques et de nuages. Cette premiere dans le domaine, ajoutée au succes grandis-
sant des travaux de Mandelbrot [2,3], ont rendu populaire ’analyse fractale des données
géophysiques. A partir du milieu des années 80, des données a haute résolution sur le
contenu en eau liquide des nuages commencent a étre disponibles, et ’analyse spectrale de
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ces signaux 1D permet d’établir la nature fractale des nuages [239,266-272]. Les fluctua-
tions de la densité en eau liquide est caractérisée par un comportement en loi de puissance
de la densité spectrale S(k) ~ 1/k”, sur une gamme d’échelles allant de la dizaine de metres
a la dizaine de kilometres. Notons que ’exposant mesuré 3 ~ 1.4-1.7 est proche de I'expo-
sant # = 5/3 que Corssin [279] et Obukhov [280] ont prédit pour un champ scalaire passif
en turbulence pleinement développée 3D d’une part et que Kraichnan [281] a prédit pour la
turbulence 2D d’autre part. Cependant, comme nous 1’avons discuté dans la section 2.3.1
(page 53), I’analyse spectrale n’est pas appropriée pour caractériser les objets multifrac-
tals, c’est-a-dire dans les situations ou il existe un continuum d’exposants caractérisant
les propriétés d’invariance d’échelle. I’exposant spectral 3 = 2H + 1 permet uniquement
d’estimer 'exposant de Hurst H ~ 0.20 — 0.35, qui nous indique simplement le fait que
le champ est singulier et non-stationnaire (0 < H < 1). L’étude du caractere intermittent
des fluctuations de la concentration en eau liquide du nuage nécessite donc l'utilisation
d’outils plus adaptés. Lovejoy et ses collaborateurs [130-133, 194, 220, 221, 255, 256, 282]
ont été les pionniers dans ’application du formalisme multifractal aux données atmosphé-
riques. En utilisant les techniques des moments traces [130, 132,133, 220,221,282, ils ont
mis en évidence la présence d’un continuum d’exposants d’invariance d’échelle dans divers
types de données géophysiques. Récemment, Davis et ses collaborateurs [246,257,273,278|
ont appliqué la technique des fonctions de structure sur des données de LWC collectées
lors des programmes ASTEX et FIRE. Ils ont ainsi apporté des évidences complémentaires
de la nature multifractale de la structure interne des nuages stratocumulus (Sc) sur une
gamme d’échelles de plus de trois décades. La pertinence de la description multifractale a
été confirmée par Wiscombe et al [277] lors de I’analyse de données expérimentales sur le
contenu en eau liquide intégré sur 1’épaisseur du nuage (LWP, de I’anglais liquid water path)
du programme ARM. Ces trois études, qui sont en accord a propos de la nature multifrac-
tale de la structure des nuages, se basent uniquement sur des données 1D. Les fonctions
de structure 1D ont aussi été utilisées pour 1’étude de coupes 1D dans des images satel-
lites a haute résolution de nuages [239, 283], mais, a notre connaissance, aucune méthode
d’analyse 2D n’a été appliquée a I’analyse statistique d’invariance d’échelle de ces images.

Dans ce chapitre, nous allons donc appliquer la méthode des maxima du module de la
transformée en ondelettes (MMTO) 2D a ’analyse d’images satellites a haute résolution de
nuages Sc marins [120,122]. Cette méthode permet non seulement d’enrichir I'arsenal des
techniques d’analyse multifractale, mais elle offre une alternative prometteuse au regard des
insuffisances que présentent la méthode des fonctions de structure. En effet, cette derniere
ne permet pas de caractériser convenablement la partie décroissante (¢ < 0) du spectre
des singularités D(h). D’autre part, la présence éventuelle de singularités dans les dérivées
d’ordre supérieur (h > 1) du signal étudié voire la présence de comportements réguliers,
affectent I’estimation des exposants 7(¢) des fonctions de structure. Comme nous ’avons
vu dans le chapitre 3 avec les surfaces multifractales synthétiques, la méthode MMTO 2D
permet d’accéder avec précision au spectre des singularités D(h) dans sa totalité. C'est
donc avec un certain optimisme que 1’on peut espérer, grace a cette méthode, caractériser
completement la nature multifractale de la structure interne des nuages.

La caractérisation statistique des fluctuations de rugosité des images de nuages n’est
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pas 'unique avantage que ’on puisse espérer tirer de I’application de la méthode MMTO
2D. En effet, on peut raisonnablement envisager d’extraire des données des informa-
tions sur la hiérarchie structurelle des nuages et sur certaines caractéristiques indispen-
sables a I’élaboration de modeles stochastiques plus réalistes de la structure des nuages.
Le but ultime étant bien str d’améliorer les programmes de simulation du transfert ra-
diatif a travers les nuages [239, 246, 253, 255, 258, 260, 261, 278, 284-287] afin de pou-
voir comparer les spectres multifractals numériques issus de ces simulations avec ceux
extraits des données expérimentales par la méthode MMTO 2D. La littérature propose
beaucoup de modeles de cascades multiplicatives débouchant sur des mesures multifrac-
tales [93, 130133, 185, 187, 191203, 220, 221, 282]. Par contre, les modeles permettant de
construire des fonctions multifractales sont beaucoup plus rares [48,50,88,215,217]. Schert-
zer et Lovejoy ont proposés en 1987 [130], dans le cadre de la modélisation des nuages, une
méthode qui s’inspire directement de la construction de l’escalier du diable. Ce modele
(F1sc [130,133,220,221,223], de I'anglais fractionnally integrated singular cascade) consiste
a générer une mesure multifractale via un processus de cascade singuliere, a laquelle on ap-
plique une intégration fractionnaire. Comme nous I’avons expérimenté dans la section 3.2.1
(page 114), cette opération, qui est un simple filtrage en loi de puissance dans l'espace de
Fourier, permet de passer d’'une mesure a une fonction continue. En 1990, Cahalan et
al [288] ont proposé une autre stratégie, le modele de cascade bornée (bounded cascade
model, en anglais) [211], qui permet, a partir d’une cascade singuliere multiplicative, de
générer un processus non-stationnaire permettant de synthétiser des surfaces rugueuses
multifractales modélisant la structure interne des nuages stratocumulus marins. Ce modele
consiste a faire évoluer les poids multiplicatifs a chaque étape de la cascade afin d’atteindre
la continuité a la limite des petites échelles. Dans ce chapitre, nous nous proposons d’uti-
liser les diverses techniques présentées dans le chapitre 3, dont les méthodes de calcul du
noyau d’autosimilarité et des fonctions de corrélation espace-échelles, afin de caractériser
completement le processus de cascade multiplicative sous-jacent a la nature multifractale
de la structure des nuages. Cette étude va nous permettre de montrer que le modele de cas-
cades W aléatoires log-normales sur des bases d’ondelettes orthonormales séparables, que
nous avons introduit dans la section 3.2.2 (page 122), est un candidat sérieux pour synthé-
tiser la structure des nuages Sc [129]. On peut donc raisonnablement imaginer que dans un
futur proche, les codes permettant de simuler 'interaction nuage-rayonnement intégreront
le modele de cascades W log-normales pour rendre compte du caractere intermittent de la
structure interne des nuages.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, nous présentons les données
collectées par le satellite Landsat. Il s’agit du champ de radiance de nuages stratocumulus
marins dont le réle important dans la modulation du rayonnement solaire en font un sujet
d’analyse privilégié. Dans la section 4.3, nous exposons et commentons les résultats de
I’application de la méthode MMTO 2D a ces images du champs de radiance ainsi qu’a des
images de I’épaisseur optique reconstruite artificiellement a partir des images du champ
de radiance. Nous présentons en particulier les spectres multifractals 7(¢) et D(h) dont la
forme parabolique rappelle celle des spectres théoriques prédits par le modele de cascades
W aléatoires log-normales. Dans la section 4.4, la méthode de calcul du noyau d’autosimi-
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larité est appliquée aux images Landsat du champ de radiance. Le calcul des cumulants
de ce noyau suggere que les données ne permettent pas de distinguer un modele de cas-
cade W aléatoire de son approximation log-normale. La section 4.5 expose les résultats du
calcul des fonctions de corrélation espace-échelles et souligne I'existence d’une structure
ultramétrique dans la représentation en ondelettes des fluctuations du champ de radiance,
structure qui est proche de celle observée dans la transformée en ondelettes des surfaces ru-
gueuses générées par le modele de cascades W log-normales. Enfin, nous concluons dans la
section 4.6 par une comparaison des spectres de singularités extraits du champ de radiance
des nuages Sc (et de I’épaisseur optique) avec ceux obtenus lors d’analyse de signaux expé-
rimentaux 1D de champs de vitesse et de température en turbulence 3D pour des nombres
de Reynolds importants.

4.2 Images Landsat de nuages stratocumulus marins

Depuis une cinquantaine d’années, I'imagerie satellite Landsat alimente la communauté
scientifique de données concernant la surface de la terre et son atmosphere [223, 239,
246, 250, 252-254, 259, 274-278, 289]. Elle possede I'avantage d’étre moins cotiteuse que
la mise en ceuvre de programmes de mesure par avion sonde. De plus, c’est une tech-
nologie bien calibrée qui permet d’atteindre de hautes résolutions spatiale, spectrale et
radiométrique [223,239]. La premiere génération de Landsat (1 a 3) équipée d’un radio-
metre multispectral (MSs, de I'anglais multispectral scanning) a cingq canaux, présente une
dynamique codée sur 7 bits avec une résolution de 80 metres. Les images étudiées dans ce
chapitre ont été prises par Landsat 5 qui fait partie de la deuxieme génération (4 et 5). La
caméra TM (de l'anglais thematic mapper) qui le compose, possede 7 canaux et présente
une dynamique codée sur 8 bits avec une résolution de 30 metres. Les diverses campagnes
de mesure ont permis d’obtenir des images de zones plus ou moins nuageuses dans le but de
caractériser la morphologie des nuages. A cette fin, principalement deux méthodes d’ana-
lyse statistique ont été appliquées aux images Landsat : 'analyse spectrale 2D du champ
de radiance [223,239,259,274-276] et ’analyse des distributions jointes surface-périmetre
sur des ensembles de nuages isolés dont les contours sont obtenus par simple seuillage
de la radiance [250,252-254]. Ces études ont révélé la présence de propriétés d’invariance
d’échelle sur une grande gamme d’échelles, incitant par la la communauté des géophysi-
ciens des sciences de ’atmosphere a s’intéresser de plus pres aux concepts de fractale et de
multifractale [12,246].

Parmi les différents types de nuages, les stratocumulus marins sont incontestablement
ceux qui ont suscité le plus d’intérét, principalement pour leur effet important sur I’équilibre
de V’énergie terrestre [12,223, 239, 245, 246, 288]. Ils s’organisent en couches persistantes
et tres étendues, et contribuent énormément a la réflectance globale — ou albédo — de la
planete. Les Sc marins ont un effet important sur le climat [247]. De plus, la compréhension
des interactions nuage-rayonnement [239,246,255,258-262,285] et de facon plus générale la
modélisation du climat [248], se trouvent tres simplifiées avec les Sc marins, puisque ceux
ci sont peu épais (300-500 m) et relativement bien modélisés par une couche biplanaire
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Fig. 4.1 — Image d’une zone nuageuse (~ 196 x 168 km?) prise par la caméra T™™ (1
pixel = 30 m) de Landsat 5 sur le canal 0.6-0.7 um pendant le programme FIRE [263],
au dessus de l'océan pacifique au large de San Diego durant I’été 1987. Le champ de
radiance est mesuré avec une dynamique de 8 bits. Le trait épais délimite 'une des 32
images (1024 x 1024) étudiées. Le trait fin correspond a la partie centrale de cette image
dont la transformée en ondelettes n’est pas polluée par les effets de bords. Les traits
interrompus illustrent le pavage constitué des parties centrales des 32 images.

pour laquelle la théorie du transfert radiatif est bien connue [239,245, 255,260, 261, 285].
Cependant, les modeles existants considerent les stratocumulus marins comme des objets
homogenes. Ces nuages présentant une extréme variabilité dans leur structure interne, il
n’est pas surprenant que cette hypothese simplificatrice introduise un biais systématique
dans le calcul de la moyenne a grande échelle de la réflectance [261,290] & I'aide du modele
de circulation globale (GCM, de I'anglais global circulation model).

La figure 4.1 représente I'image d’une zone nuageuse (~ 196 x 168 km?) prise par la
caméra TM (1 pixel = 30 m) de Landsat 5 sur le canal 0.6-0.7 um pendant le programme
FIRE [263] — de I'anglais first 1SCCP (International Satellite Cloud Climatology Project)
Research Experiment — qui a eu lieu dans 'océan pacifique au large de San Diego lors de
I’été 1987. Nous allons étudier uniquement la zone nuageuse qui correspond a la partie
droite de I'image, la partie gauche étant une zone de ciel dégagé. Cette partie est donc dé-
coupée en 32 morceaux carrés de 1024 pixels de coté (trait épais) qui se recouvrent de telle
sorte que les parties centrales (trait fin) forment un pavage (trait interrompu). Ces parties
centrales correspondent aux zones des images (1024 x 1024) dans lesquelles les résultats ne
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Fig. 4.2 = Une image (1024 x 1024) extraite du découpage de l'image Landsat de la
figure 4.1. Radiance : (a) zone nuageuse; (c) profil 1D le long d’une coupe horizontale ;
(e) profil 1D le long d’une coupe verticale. Epaisseur optique sur la méme zone, calculée
a partir du champ de radiance via la table DISORT : (b) zone nuageuse; (d) profil 1D
le long d’une coupe horizontale; (f) profil 1D le long d’une coupe verticale. Les images
sont codées du noir (min /) au blanc (maxI).
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Fig. 4.3 — Analyse spectrale des 32 images (1024 x 1024) Landsat du type de celles
illustrées dans les figures 4.2a et 4.2b. Radiance : (a) In|I(k)|; (b) S(|k|) en fonction
de |k| dans une représentation logarithmique. Epaisseur optique : (c¢) In |[I(k)|; (d)
S(|k|) en fonction de |k| dans une représentation logarithmique. Les droites indiquent
la gamme d’échelles sur laquelle ont été effectués les régressions linéaires. Les images
sont codées du blanc (min) au noir (max). Les traits pleins dans les figures (a) et (c)
correspondent a des courbes de niveaux.

sont pas pollués par les effets de bords (voir section 2.4.3, page 74) qui affectent la convolu-
tion numérique utilisée pour le calcul de la transformée en ondelettes. La zone ainsi pavée
recouvre une superficie d’environ 7840 km?. La figure 4.2a représente le champ de radiance
codé sur 8 bits de 'une de ces parties centrales. On remarque clairement la présence de
structures orientées qui donnent la texture anisotrope dominante dans la figure 4.1. Cette
texture résulte de la formation de rouleaux de convection qui sont généralement alignés
dans la direction du vent. Nous avons effectué diverses coupes horizontales et verticales
dans l'image de la figure 4.2a; les profils obtenus sont représentés dans les figures 4.2¢c
et 4.2e. On retrouve sur ces profils la présence de modulations relativement régulieres cor-
respondant aux rouleaux de convection, qui se superposent aux fluctuations intermittentes
du champ de radiance. La figure 4.3 contient les résultats de ’analyse spectrale des 32
images (1024 x 1024) du champ de radiance. L'image de la figure 4.3a représente le lo-
garithme de la moyenne des transformées de Fourier de ces images. On retrouve encore
une fois la manifestation des rouleaux de convection dans ’anisotropie que présente cette
image dans une direction proche de —7/6, a savoir la direction perpendiculaire a ’axe des
rouleaux. Dans la figure 4.3b, nous montrons 1’évolution de la densité spectrale S(k) en
fonction de £ = |k| dans une représentation logarithmique. Cette courbe présente deux



4.2 Images Landsat de nuages stratocumulus marins 167

cassures nettes : une pour & ~ 0.2-0.4 km~! et une pour k ~ 6 km™'. Entre ces deux
valeurs, le spectre présente un comportement en loi de puissance bien défini :

S(k) ~ k™", (4.1)

avec 3 = 2.7240.08. Ce résultat est tout a fait compatible avec les mesures spectrales précé-
demment effectuées sur les signaux Lwc 1D [223,239,259,266-272,274-276], qui s’accordent
sur le domaine suivant pour la valeur de ’exposant spectral : Bpwe = 1.4-1.7 ~ Gop — 1.
L’amorce de transition vers un plateau observé dans S(k) a grandes échelles (> 6 km) in-
dique la présence d’une sorte d’échelle intégrale dans ces images de Sc marins. Cette échelle
correspond précisément a la taille caractéristique des rouleaux de convection. Cette obser-
vation suggere que s’il existe incontestablement des corrélations a 'intérieur des rouleaux,
ceux ci interagissent peu les uns avec les autres. La densité spectrale possede un troisieme
régime pour des échelles inférieures a 0.2-0.4 km ou la pente extraite des données devient
tres négative, signe d’une transition vers un comportement beaucoup plus doux et régulier.
L’interprétation de cette transition a été le sujet d’une violente controverse dans la litté-
rature [239,257,259,274-276]. Cahalan et Snider [274] ont souligné la concordance entre
cette échelle et 1’épaisseur des Sc marins. Cependant, aucune transition nette n’est obser-
vée dans les études 1D des fluctuations de LWC dans les Sc marins : un comportement en
loi de puissance bien défini est obtenu depuis des distances de quelques dizaines de metres
jusqu’a des distances de plusieurs dizaines de kilometres [257,272,273]. Cette constatation
suggere que l'explication de cette transition ne se trouve pas au niveau des mécanismes
dynamiques sous-jacents a la structure des Sc marins. Lovejoy et ses collaborateurs [275]
font preuve d’un certain scepticisme a 1’égard de toute interprétation a caractere physique
de ce phénomene. Ils soulevent en effet deux problemes techniques qui pourraient expliquer
I'interruption du comportement en loi de puissance de la densité spectrale a petite échelle :
d’une part le radiometre est sujet a des effets de saturation dans certaines zones nuageuses ;
d’autre part la majorité des analyses publiées a ce jour souffre cruellement d’'un manque
de statistique. Nous tenons a faire remarquer a ce sujet que les images que nous étudions
ne présentent pas plus de 1.25% de saturation et que notre échantillon statistique — 32
images (1024 x 1024) — est largement suffisant pour obtenir une convergence statistique
tres raisonnable du comportement spectral en loi de puissance. Par régression linéaire des
données entre 70 m et 300 m, nous obtenons une valeur de ’exposant spectral 3 ~ 5.0;
toutefois, nous ne pouvons pas exclure la possibilité d’'une décroissance exponentielle de
la densité spectrale pour les grands vecteurs d’onde. Dans ces conditions, nous sommes
plutot partisans de l'interprétation physique de Davis et al [239,286], qui suggerent que
la présence de cette transition vers des comportements adoucis du champ de radiance aux
petites échelles provient de flux horizontaux de photons occasionnés par 1’hétérogénéité
des couches des Sc marins [291-294]. Nous renvoyons le lecteur a la Réf. [239], ou une
simulation de ce phénomene a été menée avec succes, confirmant que 1’origine de cette
observation est bien un phénomene de transport radiatif.

La discussion précédente est primordiale. En effet, il est important de savoir dans quelle
mesure le champ de radiance mesuré par la caméra T™M du satellite Landsat rend compte
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Fig. 4.4 — Relation entre la radiance et ’épaisseur optique d’apres le logiciel DISORT [284]
basé sur la théorie des plans paralléles et ’approximation des pixels indépendants (1pa).
Les traits interrompus indiquent les valeurs maximales atteintes par ces deux champs
dans la collection d’images Landsat dont nous disposons.

de la structure interne des nuages Sc marins. Les résultats des diverses analyses des fluc-
tuations des données LWC obtenues lors des programmes ASTEX et FIRE, indiquent que les
modeles réalistes de 1’épaisseur optique se doivent de rendre compte d’un comportement
en loi de puissance de la densité spectrale sur une gamme d’échelles supérieure a trois
décades [223,239,259,266-276]. En particulier, pour le programme FIRE, les données pré-
sentent un comportement en loi d’échelle bien défini jusqu’a des distances de I'ordre de 20-
40 m, c’est-a-dire jusqu’a la limite de la résolution de la caméra T™M. Se pose maintenant la
question de la relation entre la radiance et 1’épaisseur optique. Dans les Réfs [261,274,285],
Cahalan et al proposent d’appliquer 'approximation des pixels indépendants (1PA, de I’an-
glais independent pizel approzimation) pour calculer le champ de radiance qui s’échappe
d’un nuage horizontalement inhomogene dans la théorie des plans paralleles [239]. La fi-
gure 4.4 montre la courbe non-linéaire que fournit le logiciel DISORT de Stammes et al [284]
qui, sur la base de cette approximation, permet d’obtenir la radiance a partir de ’épaisseur
optique. Cette courbe étant monotone, on peut 'inverser et obtenir le champ « épaisseur
optique » a partir des données Landsat de radiance. Le résultat de cette opération est illus-
tré dans les figures 4.2b, 4.2d et 4.2f. On ne distingue pas de différence notable entre ces
nouvelles données et celles représentées dans les figures 4.2a, 4.2¢ et 4.2e pour le champ de
radiance. D’un point de vue plus quantitatif, on constate dans les figures 4.3c et 4.3d que
I’analyse spectrale de 1’épaisseur optique donne des résultats tres proches de ceux obtenus
pour la radiance. En particulier, on observe toujours la transition vers des comportements
plus doux aux échelles inférieures a 300-400 m, transition qui, d’apres Davis et ses collabo-
rateurs [239,286], ne devrait pas étre présente dans le champ épaisseur optique. Cependant
ces auteurs soulignent, dans la Réf. [239], que comme I'IPA consiste a manipuler les pixels
indépendamment les uns des autres, on ne peut espérer engendrer, a partir de 1’épaisseur
optique, un champ de radiance présentant une transition vers un comportement adouci
aux petites échelles puisque cette transition est sensée résulter d’une sorte « d’interaction
entre les pixels ». Il est donc compréhensible qu’inversement, le passage de la radiance a



4.3 Analyse multifractale des images de nuages 169

I’épaisseur optique par IPA n’efface pas la manifestation des phénomenes de transport hori-
zontal des photons observée aux petites échelles dans la densité spectrale. Précisons que la
Réf. [239] présente une simulation de Monte-Carlo de ces processus de transport qui rend
parfaitement compte du bon comportement des fluctuations du champ de radiance a ces
petites échelles et qui montre qu’a des distances supérieures, I'IPA est une méthode tout a
fait fiable pour passer de la radiance a I’épaisseur optique et vice versa.

Remarque

Précisons que la résolution de notre microscope mathématique, la transformation en
ondelettes, ne nous permet pas d’accéder a des détails suffisamment fins pour que 1'on
puisse étudier quantitativement cette transition vers des comportements plus réguliers
aux petites échelles. En effet, la plus petite échelle résolue correspond a oy = 13 pixels
(voir section 1.3.3, page 33), soit approximativement 390 m. Sur la gamme d’échelles
investie lors des études rapportées dans ce chapitre, nous considérerons que la radiance
fournit une information directe sur la structure des Sc marins. Comme 1'indique la
figure 4.4, I’amplitude des fluctuations de radiance enregistrées par le satellite Landsat
demeure suffisamment modeste pour ne mettre en jeu que la partie quasiment linéaire
de la courbe de passage de I’épaisseur optique (structure du nuage) a la radiance.

4.3 Application de la méthode MMTO 2D aux images
Landsat de nuages stratocumulus marins

Dans cette section, nous utilisons la méthode MMTO 2D pour caractériser statistiquement
les fluctuations de rugosité des images Landsat (Fig. 4.1). La démarche que nous adoptons
suit méthodiquement les étapes de calcul présentées dans la section 2.4.3 (page 74). Dans
un premier temps, nous calculons les transformées en ondelettes des 32 images (1024 x 1024)
constituant le pavage de I'image de la figure 4.1, avec une ondelette analysatrice isotrope
d’ordre ny =1 (Figs 2.1a et 2.1b). Apres sélection des MMMTO sur les chaines de maxima
calculées a chaque échelle, nous chainons a travers les échelles ces MMMTO pour former
le squelette de la transformée en ondelettes. A partir du calcul de fonctions de partition
sur ce squelette, nous estimons les spectres multifractals 7(¢) et D(h) (voir section 2.4.1,
page 70). Afin de nous assurer de la fiabilité de nos estimations, nous vérifions que les
résultats obtenus sont robustes lorsque I'on augmente 1’ordre de l'ondelette analysatrice.

4.3.1 Calcul numérique des spectres multifractals 7(¢) et D(h)

Dans la figure 4.5, nous présentons les résultats du calcul du squelette de la transfor-
mée en ondelettes de I'image (1024 x 1024) illustrée dans la figure 4.2a. En toile de fond
dans la figure 4.5b, nous montrons le résultat a 1’échelle a = 2*%gy, de la convolution
de I'image étudiée (Fig. 4.5a) avec la Gaussienne comme fonction lissante ¢,. Les chaines
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Fig. 4.5 — Analyse en ondelettes 2D d’une image Landsat de nuage stratocumulus marin.
1 est une ondelette a symétrie radiale d’ordre ny = 1 (Fig. 2.1, page 49). (a) Image
étudiée (1024 x 1024) codée du noir (min) au blanc (max). Les chaines de maxima
(trait plein) et le vecteur gradient Ty, (fleche) aux MMMTO (o) sont représentés pour les
échelles @ = 2?9y (b), 290w (c) et 2°%ow (d) (avec ow = 13 pixels =~ 390 m). Le
fond en nuances de gris dans (b) représente le résultat de la convolution de I'image avec
la fonction lissante Gaussienne ¢, a I’échelle a = 22?0y, (b), (c) et (d) correspondent
a la partie centrale de I'image originale délimitée par un carré en trait interrompu dans

(a).
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de maxima (trait pleins) et le vecteur gradient T, (fleches) associé aux MMMTO (o) du
squelette sont aussi représentés. On constate que les chaines de maxima délimitent les
contours de l'image lissée, que les gradients pointent (Ay) vers ces structures et que le
module My, de Ty est d’autant plus grand que ces contours sont nets. Apres chainage
des MMMTO a travers les échelles, on construit le squelette de la transformée en ondelettes
a partir duquel sont calculées les fonctions de partition Z(q, a) (Eq (2.59), page 70). La
figure 4.6a montre, dans une représentation logarithmique, les résultats du calcul de la
fonction de partition Z(g, a) en fonction de a (e), pour plusieurs valeurs de ¢. Les résultats
correspondent a une moyenne recuite sur 32 images (1024 x 1024) du champ de radiance.
Ces points présentent un comportement linéaire relativement bien défini sur une gamme
d’échelles d’environ trois octaves 390 m < a < 3120 m. En réalité le comportement en loi de
puissance de Z(q, a) se détériore progressivement lorsque ’on atteint des valeurs de |¢| = 3.
Nous verrons plus loin, qu’au dela des problemes de convergence statistique, la présence de
structures localisées dans les images Landsat permet de comprendre pourquoi la transition
observée dans la figure 4.6 vers une pente beaucoup plus importante a grande échelle, se
décale progressivement vers les petites échelles lorsqu’on augmente g > 0. Il est clair que
pour ¢ 2 3, I’échelle ou survient cette transition a* < 1200 m devient significativement
plus petite que la taille caractéristique A ~ 5 a 6 kms des rouleaux de convection. Dans
ces conditions, nous nous sommes attachés a estimer les exposants 7(¢) du comportement
en loi de puissance des fonctions de partition Z(q,a), par simple régression linéaire des
données de la figure 4.6a sur la premiere octave et demi ou le comportement en loi de
puissance est bien définie. Le spectre 7(¢) ainsi obtenu est représenté par les symboles (o)
dans la figure 4.6b. Ce spectre dévie clairement du comportement linéaire caractéristique
des surfaces monofractales. La comparaison avec le spectre 7(¢) obtenu dans le cas des
surfaces Browniennes fractionnaires dans la figure 2.20 (page 86) est éloquente a ce su-
jet. Le caractere non-linéaire des données dans la figure 4.6b est la signature de la nature
multifractale des nuages Sc marins. Par transformation de Legendre de ce spectre 7(¢),
on obtient le spectre des singularités D(h) illustré dans la figure 4.6¢. La forme en cloche
de ce spectre, dont le support s’étale sur un intervalle important de valeurs de I’exposant
de Holder A, confirme 'existence de fluctuations de rugosité dans les images Landsat. Le
maximum de cette courbe, D(h(g = 0)) = 2.00 £ 0.02, est une forte indication du fait que
le champ de radiance est singulier partout. Afin de tester la fiabilité de cette estimation,
nous rapportons dans la figure 4.7, les résultats du calcul du spectre D(h) a partir cette
fois des grandeurs h(q, a) et D(q,a) définies dans les équations (2.66) et (2.67) (page 72).
Le comportement de ces grandeurs en fonction de log, a (e) permet d’estimer les exposants
h(q) et D(q) pour différentes valeurs de ¢ et d’en déduire la courbe D(h). On constate sur
la figure 4.7a que h(q,a) présente le méme type de comportement dans les échelles que
log, Z(q, a). En effet, si h(q, a) présente un comportement linéaire en fonction de log, a sur
au moins une octave et demi, on observe a grande échelle une certaine inflexion dans les
données qui perturbe de plus en plus le comportement linéaire lorsque I’on augmente la va-
leur de ¢g. Une régression linéaire effectuée a nouveau a petite échelle permet donc d’extraire
les exposants h(q). Notons que sur la figure 4.7b, les données pour D(q,a) présentent un
comportement linéaire qui est moins perturbé que pour h(q, a) et qui semble se prolonger
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Fig. 4.6 — Détermination des spectres 7(¢) et D(h) des images Landsat du champ de
radiance de stratocumulus marins. L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette
isotrope d’ordre ny =1 (o) ou d’ordre ny = 3 (o). (a) log, 2(g¢, a) en fonction de log, a;
les droites en trait plein correspondent a des régressions linéaires des données sur une
octave et demi. (b) 7(¢) en fonction de ¢, obtenu via les pentes des régressions linéaires
de la figure (a). (c) D(h) en fonction de h, obtenu par transformation de Legendre des
données pour le spectre 7(¢) dans (b). Dans (b) et (c), les traits pleins correspondent
aux prédictions théoriques des spectres multifractals pour une cascade W log-normale
de paramétres m = —0.381n2 et o2 = 0.07In2 (Egs (3.29) et (3.30), page 122). Ces
résultats concernent une moyenne recuite sur 32 images (1024 x 1024). Les échelles a
sont exprimées en unité op .
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Fig. 4.7 — Détermination du spectre des singularités D(h) des images Landsat du champ
de radiance de stratocumulus marins. L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette
isotrope d’ordre ny = 1 (e et A) ou d’ordre ny = 3 (o et a). (a) h(g, a) en fonction
de log, a. (b) D(g,a) en fonction de logy a. (¢) ny = 1 : D(h) en fonction de h, obtenu
par régression linéaire des courbes dans (a) et (b) sur une octave et demi (e); les
symboles (A) correspondent au spectre D(h) obtenu par transformée de Legendre du
spectre 7(g) de la figure 4.6b. (d) ny = 3 : D(h) en fonction de h; mémes calculs
que dans (c) mais avec une ondelette analysatrice du troisieme ordre. Dans (c) et (d),
les traits pleins et interrompus correspondent a la prédiction théorique du spectre des
singularités des cascades W log-normales pour les jeux de parametres respectifs suivants :

(m=-0.381n2, 0% = 0.071n2) et (m = —0.3661n2, o* = 0.061n2).
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a plus grande échelle. Cependant une inspection plus minutieuse révele la présence d’un
léger décrochage a grande échelle. A partir de régressions linéaires effectuées sur une méme
gamme d’échelle que pour h(g,a), on obtient les exposants D(q). Pour chaque valeur de
q, le couple d’exposants (h(q), D(¢)) nous donne un point du spectre D(h) représenté par
les symboles (o) dans la figure 4.7c. Ce spectre a non seulement la méme allure en forme
de cloche que celui obtenu par transformation de Legendre du spectre 7(¢) (a), mais les
« barres d’erreur » obtenues en faisant varier I'intervalle sur lequel la régression linéaire est
effectuée, montrent qu’il est impossible de distinguer les deux spectres D(h), ce qui ap-
porte la preuve de la fiabilité de notre estimation. Ce remarquable accord illustre aussi le
degré de confiance que 'on peut attribuer au diagnostic que nous avons établi concernant
la nature multifractale du champ de radiance des nuages Sc marins.

Comme nous l’avons signalé plus haut, Z(q, a) et h(q, a) présentent deux régimes diffé-
rents suivant deux gammes d’échelles. Cela est net sur la figure 4.7a ou h(q, a) présente
un maximum a une échelle donnée. Pour des valeurs de ¢ < 1, ’échelle de ce changement
de régime ne dépend pas de g et elle est de 'ordre de la taille des rouleaux A ~ 5-6 km.
Nous retrouvons bien 1’échelle intégrale de la structure multifractale des Sc marins pré-
cédemment évoquée lors de 1’analyse spectrale de ces mémes images. Méme si I'étendue
de la gamme d’échelles concernée ne nous permet pas de mesurer avec précision la va-
leur de la pente négative observée a grande échelle pour ¢ > 1, un début de tendance
décroissante pour h(q,a) est clairement observée a partir d’une échelle qui est de plus en
plus petite au fur et a mesure que 'on augmente g. Cette observation est caractéristique
d’un phénomene de compétition entre deux catégories de singularités dans le calcul des
fonctions de partition. La premiere catégorie est constituée des singularités qui gouvernent
les propriétés multifractales décrites plus haut. En particulier, comme D(¢ = 0) = 2, ces
singularités sont présentes en presque tous les points de I'image. Comme nous le préci-
serons dans la section 4.3.3, la deuxieme catégorie concerne des singularités isolées qui
correspondent a des structures tres localisées en forme de pics de Dirac. Ces structures
peuvent donc étre assimilées a des singularités d’exposant de Holder négatif. Ces singulari-
tés sont donc des singularités fortes (comparativement a la plage de valeurs de ’exposant
de Holder 0 < A < 0.7 pour les singularités de la premiere catégorie), mais elles sont
isolées ce qui signifie que le nombre des MMMTO correspondant reste le méme a toutes
les échelles, contrairement & la prolifération en =2 des MMMTO associées aux singularités
de la premiere catégorie. Ainsi, a petite échelle, méme si le module de ces MMMTO prend
des valeurs de plus en plus grandes, paradoxalement leur influence dans Z(q, a) diminue a
cause de la prolifération des MMMTO associées aux singularités de la premiere catégorie.
Il faut donc accéder a de tres grandes valeurs de ¢ pour voir la dominance de ces struc-
tures locales sur le comportement multifractal global dans la fonction de partition Z(q, )
(Eq. (2.59), page 70). En suivant le méme raisonnement pour les autres échelles, on peut
affirmer que 1’échelle ot 'on commence a percevoir cette compétition augmente lorsque ¢
diminue. Ainsi, il faut étre prudent lors du choix de la gamme d’échelles sur laquelle on ef-
fectue les différentes régressions linéaires. Dans le cas présent, nous pouvons considérer que
pour g < 5, le comportement multifractal des Sc marins n’est pas pollué par la présence de
ces structures isolées sur au moins une octave et demi, c’est-a-dire sur des distances 390 m
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<a <1102 m.

Dans les figures 4.6 et 4.7, nous avons aussi représenté les résultats (o et a) obtenus
lorsque I'on utilise une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3, c’est-a-dire lorsque
la fonction lissante ¢ est le chapeau mexicain. On constate sur les figures 4.6a et 4.7a que
I’échelle ou survient le changement de régime évoqué plus haut, est légerement supérieure
a celle observée précédemment avec 'ondelette d’ordre ny = 1. Ce décalage est di au
fait qu’une échelle a donnée ne correspond pas forcément a une méme taille caractéristique
lorsque I'on change la forme de 'ondelette analysatrice. Ainsi une structure de taille donnée
est détectée a une échelle plus grande avec l'ondelette d’ordre ny = 3 illustrée dans les
figures 2.1c et 2.1d, qu’avec 'ondelette d’ordre n,, = 1 illustrée dans les figures 2.1a et 2.1b.
Ajoutons a cela les problemes de convergence statistique a grandes échelles, et on comprend
les légeres différences observées en changeant 1’ordre de 1'ondelette analysatrice. Dans tous
les cas, ces remarques ne perturbent en rien la mesure des différents exposants 7(q), h(q)
et D(q), dans la mesure ou l'on restreint 1’analyse sur une gamme d’échelles limitée aux
petites échelles. Ainsi, une régression linéaire des données de la figure 4.6a sur la méme
gamme d’échelles que celle utilisée avec I'ondelette d’ordre ny = 1, conduit au spectre 7(q)
représenté par les symboles (o) dans la figure 4.6b pour I'ondelette d’ordre ny = 3. On
constate que le changement d’ondelette n’a absolument pas changé la forme de ce spectre,
excepté pour les valeurs ¢ < —2. Le spectre des singularités D(h) obtenu par transformation
de Legendre est représenté par les symboles (o) dans la figure 4.6¢c. On constate, de méme,
que ce spectre est identique a celui obtenu avec 'ondelette d’ordre ny = 1, excepté pour
sa partie décroissante (qui correspond aux valeurs négatives de ¢). Ainsi le support du
spectre D(h) obtenu avec 'ondelette d’ordre ny = 3 est plus étroit a cause d’un décalage
vers la gauche de sa partie décroissante (valeurs de h proche de hpyay) par rapport au
spectre obtenu précédemment. Comme nous 1’avons expliqué dans le chapitre 2, I’existence
de comportements réguliers peut étre mal interprétée et conduire a une surestimation de
la borne supérieure (Amax) du support du spectre D(h) lorsque I'on utilise une ondelette
analysatrice qui n’a pas suffisamment de moments nuls. En particulier, les rouleaux de
convection présents dans les Sc marins ont pour effet d’ajouter une composante douce aux
fluctuations de l'image (Fig. 4.2) susceptible d’introduire un biais dans l'estimation des
spectres 7(¢) (¢ < 0) et D(h). Lorsque 'on utilise la deuxieme méthode d’estimation du
spectre D(h) via le calcul de h(q,a) et D(q,a), on obtient le spectre représenté par les
symboles (o) dans la figure 4.7d, qui ne présente aucune différence significative avec celui
obtenu par transformation de Legendre de 7(g) (») et qui confirme donc la validité de notre
estimation.

Comme le révelent les figures 4.6 et 4.7, les spectres 7(q) et D(h) obtenus ont une forme
parabolique compatible avec les spectres théoriques des cascades W aléatoires log-normales

(Eqs (3.29) et (3.30), page 122) :
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Fig. 4.8 — Détermination des spectres multifractals 7(¢) et D(h) du champ de radiance
(o) et du champ de I’épaisseur optique (m) des Sc marins. L’ondelette analysatrice utilisée
est une ondelette isotrope d’ordre ny = 1. (a) (g, a) en fonction de log, a. (b) D(q, a)
en fonction de log, a. (c) 7(¢) en fonction de ¢; mémes calculs que dans la figure 4.6b.
(d) D(h) en fonction de h; mémes calculs que dans la figure 4.7c. Dans (c) et (d), les
traits pleins correspondent aux prédictions théoriques des spectres multifractals pour
une cascade W log-normale de parameétres m = —0.3991n2 et 62 = 0.065In 2.
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et

(h +m/1n2)?

D(h) = —
(h) 202/1n 2

+2. (4.3)

Les parametres qui conduisent a un meilleur accord avec les données expérimentales sont
respectivement m = —0.381n2 = —0.263 et 02 = 0.07In 2 = 0.049 pour 'ondelette d’ordre
ng =1, et m = —0.366ln2 = —0.254 et 0? = 0.061In2 = 0.042 pour l'ondelette d’ordre
ny = 3. La différence entre les valeurs du parametre o, qui quantifie I'intermittence
présente dans le champ de radiance des Sc marins, peut résulter, comme nous venons
de le suggérer, de I'inaptitude de 'ondelette analysatrice d’ordre ny = 1 a s’affranchir des
composantes douces présentes dans les images analysées. Nous verrons dans la section 4.3.2
que I'estimation de o? est rendue tres délicate par les problémes de convergence statistique
liés au nombre limité (32) d’images a notre disposition. Notons que l'estimation de 7(¢ =
2) = —1.38 £ 0.02 correspond a la valeur suivante de I’exposant spectral, 5 = 7(2) + 4 =
2.62 £ 0.02, valeur qui est légerement différente de celle obtenue par analyse spectrale,
G = 2.72, dans la figure 4.3b. Cette différence provient du fait que l'intervalle de valeurs
du module du vecteur d’onde |k| utilisé pour estimer 3 a partir de la densité spectrale
ne correspond pas tout a fait a la gamme d’échelles utilisée pour estimer 7(¢) a partir du
comportement en loi de puissance de la fonction Z(g = 2, a).

Afin de vérifier la pertinence de la remarque émise a la fin de la section 4.2, nous avons
répété les calculs des spectres 7(q) et D(h) avec la méthode MMTO 2D, mais cette fois sur
le champ de l’épaisseur optique des Sc marins obtenu a partir des images du champ de
radiance en utilisant la loi de transformation (donnée par le logiciel DISORT) illustrée dans
la figure 4.4. Ces résultats sont représentés par les symboles (m) dans la figure 4.8. On ne
constate aucune différence significative entre ces nouveaux spectres et ceux précédemment
calculés pour le champ de radiance (o) dans la gamme de valeurs de ¢ (—3 < ¢ < 5) ou ’'on
est assuré que ces spectres ont convergé vers leurs valeurs asymptotiques. Cela confirme
que la donnée du champ de radiance permet de caractériser statistiquement la structure
interne des Sc marins sur une gamme d’échelles allant de quelques centaines de metres a
quelques kilometres.

4.3.2 Densité de probabilité des MMMTO

Cette section est consacrée a 1’étude de la densité de probabilité P,(M,A) du vecteur
gradient associé aux MMMTO qui composent les squelettes des transformées en ondelettes
des 32 images (1024 x 1024) du champ de radiance, calculés avec une ondelette isotrope
d’ordre ny = 1. La figure 4.9 représente les pdfs P,(M) = [dA P,(M,A) et P,(A) =
[ dM P,(M,.A) pour trois échelles d’analyse différentes [129] a = 2%%oy (480 m), 2'3ow
(960 m) et 2%3ay (1920 m). Intéressons nous, dans un premier temps, aux pdfs P,(A) de
I’argument A, qui sont représentées dans la figure 4.9b. On constate que lorsque ’échelle
augmente, cette densité se pique de plus en plus aux valeurs Ay = —7/6 et 57/6. Ces
angles privilégiés correspondent en fait a la direction perpendiculaire a la direction moyenne
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Fig. 4.9 — Pdfs des coordonnées polaires du vecteur gradient associé aux MMMTO des
32 images (1024 x 1024) du champ de radiance. Ondelette analysatrice isotrope d’ordre
ny = 1: (a) P,(M) en fonction de M; (b) F,(A) en fonction de A ; les symboles ont la
signification suivante a = 2%3oy = 480 m (e), 2'3ow = 960 m (o) et 2230y = 1920 m
(x). Ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3 : (¢) F,(M) en fonction de M; (d)
P,(A) en fonction de A ; les symboles ont la signification suivante a = 2°%oy = 591 m
(0), 2160y = 1182 m (o) et 2280y = 2364 m (x).

des rouleaux de convection. Cette observation suggere que l'influence de 'organisation a
grande échelle des rouleaux — la modulation douce observée dans les coupes 1D dans les
figures 4.2c et 4.2e — est de plus en plus importante lorsqu’on augmente le parametre échelle
a et qu’elle dicte le comportement des MMMTO au dela d’une échelle qui est de 'ordre de la
taille caractéristique de ces derniers. Cela confirme que ’étude des propriétés multifractales
de la sous-section précédente doit se faire pour des échelles inférieures a cette taille.

Les figures 4.9¢ et 4.9d représentent les pdfs P,(M) et P,(A) obtenues avec une onde-
lette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3. On constate que I'anisotropie, qui est toujours
présente, est moins forte et évolue plus lentement avec 1’échelle que précédemment. Cela
confirme qu’avec une ondelette d’ordre suffisamment élevé, ’estimation des spectres mul-
tifractals est moins sensible a la composante réguliere introduite par la texture anisotrope
induite par les rouleaux de convection. De plus, ces angles privilégiés semblent étre légere-
ment différents lorsqu’on change d’échelle. Afin de nous persuader que cet effet n’est pas
un comportement local systématique le long de chaque ligne de maxima, revenons sur 1’or-
ganisation des rouleaux de convection dans la figure 4.1. On constate que suivant la zone
observée, ceux ci ont une taille et une direction variables. Les fluctuations de direction
privilégiée sur de tres grandes distances dans la texture anisotrope imposée par les phéno-
menes convectifs, peuvent donc expliquer les légeres fluctuations de la forme de P,(A) a
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Fig. 4.10 — Pdf du module My, des MMMTO conditionnée par la valeur de I’argument A.
L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope d’ordre ny = 1. (a) a = 2°30y =
480 m; (b) a = 2oy = 960 m. Les différents symboles correspondent aux valeurs
suivantes de I'argument A, (mod ) : 0 £ 7/8 (o), 7/4+ 7/8 (o), m/2 £ 7/8 (2) et
3n/4+ /8 (m).

travers les échelles. Ceci étant, le fait que P,(A) soit beaucoup plus plate avec 'ondelette
d’ordre ny = 3 (Fig. 4.9d), nous conforte dans la conviction que le champ de radiance des
nuages Sc marins possedent des propriétés d’invariance d’échelle multifractales isotropes.
La figure 4.10 illustre le comportement de la densité de probabilité du module My,
conditionnée par la valeur de I'argument Ay. On constate que pour chacune des deux
échelles examinées dans les figures 4.10a (a = 2°%ow ) et 4.10b (a = 230w ), les différentes
courbes obtenues pour différentes valeurs de ’argument A, se superposent sur une méme
courbe, apportant par la, la preuve expérimentale que les variables aléatoires My, et A, sont
statistiquement indépendantes. Cette observation suggere que I'on peut factoriser P,(M)

et P,(A) dans 'expression de la densité de probabilité P,(M,A) (Fig. 4.11) :
P, (M, A) = P,(M)P,(A). (4.4)

Notons que cette remarque concerne des échelles inférieures a la taille des rouleaux de
convection. Les résultats rapportés dans la figure 4.11 concernant la distribution du vecteur
gradient associé aux MMMTO dans le plan (Ty,,Ty,), ne permettent pas d’affirmer sans
ambiguité cette indépendance. On retrouve dans cette figure que le vecteur gradient T\,
tend a s’orienter dans la direction perpendiculaire a 'axe des rouleaux (Ay = —7/6 et
5m/6) lorsque a augmente. Le manque progressif de statistique nécessite que 'on integre
sur des secteurs Ay = 6 £ Af pour que l'on puisse espérer comparer les distributions des
valeurs de My, a l'intérieur de ces secteurs. C’est ce que nous avons fait dans la figure 4.10,
ou les résultats obtenus suggerent la validité de I’équation (4.4) pour des échelles inférieures
a la taille caractéristique des rouleaux de convection.

La factorisation indiquée par I’équation (4.4), nous conforte dans notre démarche basée
sur la conjecture que les propriétés multifractales des Sc marins sont entierement contenues
dans I’évolution de la forme de P,(M). Les figures 4.9a et 4.9c illustrent le comportement
de cette pdf pour les MMMTO calculés respectivement avec des ondelettes analysatrices
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Fig. 4.11 — Représentation dans le plan (7y,,Ty,) de la distribution du vecteur gradient
associé aux MMMTO pour les échelles a = oy = 390 m (a), 20 = 780 m (b), 2?0y =
1560 m (c) et 220y = 3120 m (d). L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope
d’ordre ny = 1. Mémes données que dans les figures 4.9a et 4.9b.

isotropes d’ordre ny = 1 et ny = 3. Dans la figure 4.12, nous avons représenté les densités
P, (M) suivant des échelles logarithmiques. On constate que pour chaque échelle considérée,
les points se mettent en bonne approximation sur une parabole. Cette observation, qui est
valable pour les deux ondelettes (ny = 1 ou 3) et pour toutes les échelles examinées signifi-
cativement plus petite que la taille des rouleaux de convection, suggere que les fluctuations
du champ de radiance des Sc marins suivent une statistique log-normale.

Comme nous 'avons vu dans la section 2.5.3 (page 90), un bon moyen de tester la
convergence statistique du calcul des exposants 7(¢) consiste a s’assurer que la forme de la
distribution M?P,(M) est bien définie sur toute la gamme d’échelle utilisée pour estimer
ces exposants. Il est bien évident que les problemes de statistique finie vont apparaitre
lorsque ’on va progressivement augmenter |¢| pour se focaliser sur les queues de la distri-
bution P,(M). Dans la mesure ou I'aspect de la distribution M?P,(M) va progressivement
se dégrader, cela va correspondre a une perte de précision dans le calcul de Z(q,a)/Z(0, a)
(~ a™@=70)) qui n’est rien d’autre que Iintégrale de cette distribution, avec comme consé-
quence majeure une erreur de plus en plus importante dans I'estimation de 7(¢). En fait,
une facon astucieuse de tester simultanément la convergence statistique et la nature mul-
tifractale des données analysées, est de vérifier la pertinence de la relation :

a MO P, (M) = F,(M/a"), (4.5)

ou [, est a prioriune fonction indépendante de I’échelle a, et h un exposant dont la possible
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Fig. 4.12 — Pdfs du module My, des MMMTO de 32 images (1024 x 1024) du champ de
radiance. In(F,(M)) en fonction de In(M) : (a) Ondelette analysatrice d’ordre ny =
1; (b) Ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3. Les symboles ont la méme
signification que dans les figures 4.9a et 4.9c. Les traits pleins représentent des paraboles.

dépendance en ¢ est cruciale pour le diagnostic multifractal. Comme nous I’avons montré
dans la section 2.5.3 (page 89) pour les surfaces Browniennes fractionnaires, dans le cas
des surfaces monofractales, ’exposant h dans I’équation (4.5) est le méme quelle que soit
la valeur de ¢ et il est égal a 'exposant de Hurst de la surface. Dans le cas multifractal,
il est nécessaire d’adapter le choix de h a la valeur de ¢ considérée. La valeur adéquate
est reliée a 'exposant 7(¢) par la relation h(q) = 97/0dq. La figure 4.13 illustre la validité
de I’équation (4.5) pour le cas des cascades W aléatoires log-normales présentées dans la
section 3.2.2 (page 118). Pour —3 < ¢ < 8, on constate que les données correspondant a
différentes échelles, se positionnent toutes sur une méme fonction qui ne dépend que de
q, validant ainsi 1’équation (4.5) pour ces valeurs de ¢. Lorsque ¢ augmente, on remarque
que les données présentent un comportement de plus en plus bruité, effet d’autant plus
important que a est grand. Cela nous alerte sur le fait qu’il devient de plus en plus délicat
d’estimer convenablement l'intégrale de M?P,(M) nécessaire au calcul de la fonction de
partition Z(g¢,a). De méme, on constate que pour ¢ = —4 (Fig. 4.13a), les données ne se
superposent plus et sont assez bruitées. Ces observations nous permettent de conclure que,
vu notre échantillon statistique de 32 images (1024 x 1024) de cascades W aléatoires log-
normales, 'estimation des exposants 7(¢) ne peut étre effectuée de facon fiable que pour
une gamme de valeurs de g comprises dans 'intervalle ¢ € [—3,7].

La figure 4.14 illustre 1’étude de la convergence statistique de nos calculs des spectres
multifractals pour les 32 images (1024 x 1024) du champ de radiance des Sc marins.
Contrairement aux surfaces rugueuses générées par les cascades W log-normales, lorsque
I'on tente d’appliquer I’équation (4.5) avec les valeurs h(q) obtenues par régression linéaire
des données de h(q, a) en fonction de log, a dans la figure 4.7a, le comportement commun a
g fixé n’est obtenu que pour les petites échelles. Cette observation était prévisible puisque,
a cause du changement de régime observé dans h(q, a), la procédure de régression linéaire a
été effectuée sur une gamme d’échelles qui exclut les grandes échelles. Il est donc tout a fait
normal que les pdfs du module & ces échelles ne vérifient pas I’équation (4.5) lorsque 'on
utilise pour h(q), 'estimation effectuée dans le régime « petite échelle » ou les propriétés
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Fig. 4.13 — Pdfs du module My des MMMTO de 32 images (1024 x 1024) de surfaces
rugueuses multifractales générées avec le modele de cascades W aléatoires log-normales
(voir section 3.2.2, page 118) pour le jeu de parametres m = —0.381n2 et 02 = 0.03 In 2.
a~MDMIP, (M) en fonction de M/a™?) pour ¢ = —4 (a), =2 (b) 2 (c), 4 (d), 6 (e) et
8 (f). Les différentes courbes correspondent aux échelles suivantes : a = ow (), 20w
(---), 220w (—) et 23ow (—). L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope

d’ordre ny = 1.
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Fig. 4.14 - Pdfs du module M,, des MMMTO des 32 images (1024 x 1024) du champ
de radiance. a="™MOM?P, (M) en fonction de M/a™?) pour ¢ = —4 (a), =2 (b) 2 (c),
4 (d), 6 (e) et 8 (f). Les différentes courbes correspondent aux échelles suivantes :

(—). L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope d’ordre n. = 1.
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Fig. 4.15 — Pdfs du module M,, des MMMTO des 32 images (1024 x 1024) du champ
de radiance. L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope d’ordre ny = 3. Méme
représentation que dans la figure 4.14.

multifractales du champ de radiance semblent étre le moins affectées par la présence des
structures localisées et des rouleaux de convection. On constate, de plus, que I’écart a ce
comportement commun est d’autant plus important que l’'on augmente ¢ : les distributions
obtenues aux grandes échelles sont progressivement décalées vers la gauche. Cela indique
que pour ces échelles, I'exposant h(q) mesuré est trop fort (A > 0), confirmant ainsi la
décroissance de h(q,a) observée a grande échelle (h < 0) dans la figure 4.7a. En ce qui
concerne la convergence statistique, les données présentées dans la figure 4.14 commencent
a devenir excessivement bruitées lorsque ¢ = 7 et ¢ < —4, ce qui est une indication sérieuse
que notre estimation de ’exposant 7(¢) devient de plus en plus douteuse hors de I'intervalle
q € [—4,7]. La figure 4.15 illustre les résultats de ’étude de la validité de 1’équation (4.5)
pour les MMMTO du squelette de la transformée en ondelettes des images Landsat du champ
de radiance calculé avec une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3. On constate
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qu’en appliquant les valeurs de h(q) mesurées sur la figure 4.7a, I’équation (4.5) est valable
jusqu’a des échelles bien plus grandes que dans le cas précédent. Cela rejoint la remarque
de la section précédente sur le décalage en échelles des résultats entre ces deux ondelettes.
Cela confirme aussi les résultats concernant la densité P,(A) rapportés dans la figure 4.9,
ou l’anisotropie introduite par les rouleaux de convection s’estompe lorsque ’on passe de
I'ondelette d’ordre ny = 1 a celle d’ordre ny = 3. Contrairement a la figure 4.14a, les
données pour ¢ = —4 dans la figure 4.15a non seulement ne se superposent pas, mais de
plus elles présentent un comportement incertain, signe que I'estimation de I’exposant 7(q)
pour ¢ < —3 devient hasardeuse. En ce qui concerne les valeurs positives de ¢, on constate
que les intégrales des distributions de la figure 4.15 sont relativement bien définies jusqu’a
g = 8 pour les échelles concernées. Ainsi, en terme de convergence statistique, nous pouvons
préter crédit a l’estimation des exposants 7(¢) pour la gamme de valeurs de g € [—3,8].

4.3.3 Structures localisées présentes dans les images Landsat

Comme cela a déja été constaté en turbulence pleinement développée [33,38,46,48,49,99,
136,218], 'invariance d’échelle statistique peut étre perturbée par la présence de structures
localisées isolées. Une analyse en ondelettes continue de signaux de vitesse turbulente enre-
gistrés a la soufflerie de Modane [136], a permis de conjecturer la présence de filaments de
vorticité dans les flots turbulents a partir de la mise en évidence de singularités isolées d’ex-
posants de Holder négatif. Cette conjecture a été récemment confirmée par l'observation
visuelle de ces filaments dans une expérience de laboratoire en systeme fermé [295-297]. La
mesure simultanée de la pression révele que ces zones étroites de dépression intense consti-
tuent des structures multi-échelles qui, depuis ’échelle intégrale jusqu’a 1’échelle du cceur
du filament, se comporte comme un pic de Dirac, c’est-a-dire une singularité forte d’expo-
sant de Holder négatif [296-301]. Dans la Réf. [99], la transformée en ondelettes continue
a été utilisée avec succes pour détecter ces filaments dans les signaux de pression en exa-
minant systématiquement le comportement des MMTO le long des lignes de maxima. En
effet, la présence d’une singularité locale forte (h < 0) entraine une croissance importante
du module de la transformée en ondelettes le long de certaines lignes de maxima lorsque
I’on parcourt ces lignes depuis les grandes échelles vers les petites. On peut donc facilement
distinguer ces lignes de celles associées aux fluctuations du signal pour lesquelles la décrois-
sance est dictée par l'existence d’exposants de Holder A > 0 [33,38,46,48,49,99,136,218|.
Dans cette sous-section, nous nous proposons d’appliquer cette approche afin d’identifier
la présence éventuelle de structures localisées dans les images du champ de radiance des Sc
marins. Les résultats que nous allons décrire ici sont préliminaires et n’ont pas I'ambition
de résoudre de facon définitive le probleme de la séparation du squelette de la transformée
en ondelettes en deux sous-squelettes, I’'un constitué des lignes de maxima associées aux
structures localisées et "autre constitué des lignes de maxima correspondant aux fluctua-
tions multifractales du champ de radiance, comme cela a été effectué dans la Réf. [99] pour
les signaux de pression turbulente. Un tel objectif est suffisamment ambitieux pour que
I’'on y consacre une étude spécifique lors d’un prochain travail de these.



186 MMTO 2D : application aux images de nuages
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Fig. 4.16 — Portion de taille (256 x 256) de I'image originale du champ radiance des
nuages Sc marins de la figure 4.1. Les symboles indiquent les positions ou pointent les
lignes de maxima « anormales » (h < 0) associées a une structure localisée (voir texte).
L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette isotrope ny =1 (0) ou ny = 3 (o). (b)
et (c) représentent les profils obtenus le long de coupes horizontale et verticale passant
par le point (x) dans (a).
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Fig. 4.17 — Evolution du module le long de quelques lignes de maxima du squelette de
la transformée en ondelette de I'image de la figure 4.16a. (a) Ondelette analysatrice
isotrope d’ordre ny = 1. (b) Ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3. Les lignes
qui pointent vers les structures localisées indiquées par les symboles (o) (respectivement
(o)) dans la figure 4.16a sont représentées par les traits (e-e-) dans (a) (respectivement
dans (b)). Les traits pleins correspondent a des lignes maxima dont la pente obtenue
par régression linéaire du comportement de My, dans les échelles est positive.

Dans la figure 4.16a, nous avons représenté un morceau (256 x 256) de I'image originale
du champ de radiance des nuages Sc marins illustrée dans la figure 4.1. Intéressons nous
aux lignes de maxima appartenant au squelette de la transformée en ondelettes de cette
zone, calculée avec une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1. Parmi celles ci,
certaines correspondent effectivement a un comportement « anormal » de My dans les
échelles, dans la mesure ou My, croit au lieu de décroitre lorsque 'on descend dans les
échelles. Afin de repérer les structures de I'image auxquelles sont associées ces lignes de
maxima particulieres, nous avons identifié les racines de ces lignes par les symboles (o)
dans la figure 4.16a. Nous avons répété cette démarche sur le squelette obtenu avec une
ondelette isotrope d’ordre ny = 3 (o). On constate que ces lignes de maxima pointent a
proximité de structures localisées comme peuvent en témoigner les profils qui sont illustrés
dans les figures 4.16b et 4.16¢ et qui ont été obtenus le long des coupes horizontale et
verticale passant par le point (x). On remarque sur ces profils que le point en question (x)
correspond a une structure tres localisée associée a une chute brutale et importante de la
radiance, qui n’est pas sans rappeler les pics « renversés » observés dans les signaux LWC
des programmes FIRE et ASTEX [272,273]. L’interprétation de Davis et al [272] suggere que
ces structures sont des sortes de « conduits » ou « d’entonnoirs » qui canalisent, a travers le
nuage, I’air sec qui se trouve au-dessus de celui-ci. Dans la figure 4.17, nous avons représenté
I’évolution du module des MMMTO le long de quelques lignes de maxima appartenant au
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squelette concerné. Les lignes « anormales » sont indiquées par les traits (-e—e). On constate
que le long de ces lignes, My, se comporte non seulement anormalement dans les échelles,
mais qu’il prend aussi des valeurs anormalement grandes, ce qui confirme que ces lignes
prennent de plus en plus d’importance dans le calcul de Z(q, a) (équation (2.59), page 70)
a grande échelle lorsque g augmente. Cette observation apporte donc une explication au
changement de comportement dans les échelles de Z(q,a) (Fig. 4.6) et h(q,a) (Fig. 4.7)
observé dans la section 4.3.2. Ceci confirme qu’avec les résultats actuels, la procédure
de régression linéaire utilisée pour estimer les spectres multifractals 7(¢) et D(h) doit
impérativement étre effectuée a petit échelle, ot vu le taux de prolifération (~ a=?) des
lignes de maxima « normales », la contribution de ces dernieres domine celle des lignes de
maxima « anormales » dans le calcul des fonctions de partition. Toutefois, il ne fait aucun
doute que seule une étude systématique et exhaustive des lignes de maxima associées aux
structures localisées permettra d’éliminer le biais introduit par ces structures dans I’étude
des propriétés multifractales des fluctuations du champ de radiance des nuages Sc marins.

4.4 Calcul du noyau d’autosimilarité des images Landsat
du champ de radiance

Nous avons vu, dans la section 4.3.2, que la densité de probabilité P,(M,A) du vecteur
gradient associé aux MMMTO appartenant aux squelettes des transformées en ondelettes des
images Landsat de la radiance factorise suivant 1’équation (4.4). Ainsi, les caractéristiques
multifractales des surfaces rugueuses correspondantes sont contenues dans I’évolution de la
forme de P,(M) en fonction de ’échelle. Cette évolution a été le sujet de 1’étude rapportée
dans la section 4.3.2. A partir de ces résultats, nous nous proposons dans cette section
d’utiliser la méthode du noyau d’autosimilarité présentée dans la section 3.4.1 (page 143),
pour identifier le processus multiplicatif sous-jacent aux fluctuations de radiance des nuages
Sc marins.

Dans les figures 4.18a et 4.18¢c, nous avons représenté la transformée de Fourier Glaar
du noyau d’autosimilarité calculée sur 32 images (1024 x 1024) du champ de radiance des
Sc marins avec une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1. Dans les figures 4.18b
et 4.18d, nous avons réussi a superposer le module |éaa'| et 'argument ®,, des noyaux
calculés pour plusieurs couples d’échelles a < a’, sur un noyau unique G(p) = Giéf(a’a’) (p)
avec s(a,a’) = In(a’/a), confirmant par la, la pertinence du modele de cascade continiiment
autosimilaire invariante d’échelle (Eqs (3.43) et (3.44), page 144). Remarquons de plus que
les résultats expérimentaux sont en remarquable accord avec la forme théorique du noyau
log-normal (Eq (3.55), page 147), c’est-a-dire une parabole pour Glaw et une droite pour
®,,/ qui sont représentées en trait plein dans les figures 4.18b et 4.18d. Il est important
de noter que cet accord commence a se détériorer pour des valeurs de |p| 2 4, ce qui
est simplement le signe d’un manque de statistique inhérent a la taille globale de I'image
(Fig. 4.1) que nous avons analysée.

Dans la section 3.4.2 (page 145), nous avons vu qu’une facon de déterminer précisément



4.4 Noyau d'autosimilarité 189

In(|Gyul)/In(a'/a)

¢aa’/ln<ay/a)

Fig. 4.18 — Calcul du noyau G ,o/(p) pour 32 images (1024 x 1024) du champ de radiance.
1 est l'ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1. (a) In |Gaa/(p)| en fonction p;
(b) In |Gaar(p)|/ In(a’/a) en fonction p; (c) ®uqer(p) en fonction p; (d) Buqr(p)/ In(a’/a)
en fonction p. Les symboles correspondent au paires d’échelles suivantes : a = 2°%oy =
551 m, @’ = 2*%ow = 2204 m (0); @ = 20 = 780 m, a' = 2*°oy = 2204 m (m);
a= 20w =780m,d =20y = 1560 m (0); a = 2oy = 1102 m, @’ = 2?0 = 1560 m
(o). Dans (b) et (d), les traits pleins correspondent aux prédictions théoriques du noyau
log-normal, G’(p) = exp[(imp —a%p?/2)/1n 2], pour les parameétres m = —0.381n2 et
0?=10.081n2.

le noyau d’autosimilarité consiste a calculer ses cumulants définis par 1’équation (3.49)
(page 145). Ces cumulants sont obtenus par régression linéaire du comportement des
quantités C,(a,a’), définies par les équations (3.57) et (3.58) (page 148), en fonction de
In(a’/a). Dans la figure 4.19, nous avons représenté les résultats du calcul de ces quan-
tités pour plusieurs paires d’échelles. Les données obtenues pour Ci(a,a’) et Cya,a’) se
positionnent remarquablement sur une droite. Cette observation est une confirmation de
I'invariance d’échelle définie par les relations (3.43) et (3.44) (page 144). L’estimation de
la pente des droites obtenues pour Cy et 'y conduit aux valeurs suivantes des cumulants
c; = —0.38+0.01 et ¢; = 0.08 £ 0.01. Ces estimations sont en tres bon accord avec les
valeurs des parametres m = ¢;In2 = —0.381n2 et 0% = ¢;In2 = 0.071n 2, utilisés dans
la figure 4.6 pour reproduire les données expérimentales a 1’aide de la forme parabolique
du spectre théorique 7(q) (Eq (3.29), page 122) des cascades W log-normales. Par contre,
dans la figure 4.19¢, les données pour Cs(a, a’) ne présentent pas un comportement linéaire
aussi spectaculaire. Comme nous 'avons évoqué dans la section 3.4.2 (page 145), pour
un échantillon statistique de 32 images (1024 x 1024), 'estimation de Cs(a,a’) manque
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Fig. 4.19 — Calcul des cumulants du noyau d’autosimilarité G des images Landsat du
champ de radiance. L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope d’ordre ny = 1.
(a) C(a,a’) en fonction de In(a’/a); (b) Cy(a, a’) en fonction de In(a’/a); (c) Cs(a,a’)
en fonction de In(a’/a). Les symboles correspondent aux échelles de référence suivantes :
a' =2%gy =551 m (e), 20 = 780 m (o), 2'%ow = 1102 m (*) et 2?20 = 1560 m ().
Les traits pleins correspondent aux régressions linéaires conduisant aux valeurs suivantes
des cumulants : ¢ = —0.38 £ 0.01 (a), c; = 0.08 £ 0.01 (b) et c3 = 0.014 £ 0.005 (c).

cruellement de précision. Bien que tres hasardeuse, une régression linéaire sur I’ensemble
des points obtenus a différentes échelles conduit a la valeur suivante du cumulant d’ordre
trois ¢z = 0.014 £0.005. Mais a partir de cette estimation, peut-on réellement se permettre
d’exclure le modele de cascade log-normale — pour lequel ¢, = 0 pour tout & > 3 — au profit
de la cascade log-Poisson. Comme nous ’avons discuté dans la section précédente, lorsque
I’'on atteint des échelles de 'ordre de la taille caractéristique des rouleaux de convection,
I’organisation macroscopique de ces rouleaux commence a affecter sérieusement les proprié-
tés d’invariance d’échelle. C’est le cas pour ’échelle a = 2?50y = 2204 m qui correspond
aux points les plus a droite de chaque série de symboles dans la figure 4.19¢. Il peut donc
paraitre judicieux de ne pas tenir compte de ces points, et une nouvelle régression linéaire
nous conduit alors a une valeur du cumulant ¢3 beaucoup plus proche de 0. Il est donc tres
délicat, vu I’échantillon statistique investi, de prétendre distinguer un modele particulier de
cascade W aléatoire de son approximation log-normale a partir de la mesure du cumulant
d’ordre trois. Un moyen de tester la validité du noyau ainsi calculé est de vérifier si son
utilisation dans I’équation de convolution (3.41) (page 144) permet effectivement de super-
poser les pdfs de My, calculées a différentes échelles. La figure 4.20 rapporte les résultats
de tentatives effectuées avec le noyau log-Poisson ainsi qu’avec son approximation log-
normale. On constate que les différentes courbes P,(M), calculées pour différentes échelles
dans la figure 4.20a, se mettent effectivement les unes sur les autres lorsque 1’on applique
le noyau d’autosimilarité ¢, et ce que le cumulant d’ordre trois soit nul (Fig. 4.20b) ou pas
(Fig. 4.20c). La différence entre ces deux opérations s’observe principalement au niveau
des queues des pdfs. On constate que dans le cas log-normal, ces queues se superposent
parfaitement sur la courbe de I’échelle de référence a = 2°°ay, = 551 m (o), sauf pour la
distribution calculée a la grande échelle a = 2**oy, = 2204m (—). Par contre, dans le cas
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Fig. 4.20 — Pdfs de M, calculées aux échelles suivantes : @ = 2%%oy = 551 m (o),
20 = 780 m (), 2P0 = 1102 m (- - -), 220w = 1560 m (—) et 220w = 2204 m
(—). Mémes parametres de calcul que dans la figure 4.9a. (a) In P,(M) en fonction
de M. (b) In P,(M) en fonction de M; mémes données que dans (a) apres application
de I'équation (3.41) (page 144) avec un noyau Gaussien construit & partir des deux
premiers cumulants obtenus dans les figures 4.19a et 4.19b, soit ¢; = —0.38 et ¢ = 0.08.
(c) Mémes pdfs que dans (a) mais apres avoir été transformées via ’équation (3.41)
(page 144) avec un noyau construit a partir des trois premiers cumulants obtenus dans
la figure 4.19, soit ¢; = —0.38, ¢3 = 0.08 et ¢3 = 0.014.

log-Poisson, elles s’écartent toutes de la plus petite échelle pour se caler sur celle de la plus
grande, ce qui est légerement plus génant quand 1’on connait I'influence des structures lo-
calisées et des rouleaux de convection a ces grandes échelles. Ces différences mineures nous
incite a conclure qu’avec 1’échantillon statistique dont nous disposons, il ne nous est pas
possible de distinguer un modele particulier de cascade W aléatoire de son approximation
log-normale invariante d’échelle.

Remarque

Remarquons que 'estimation du parametre d’intermittence o par le noyau d’autosimi-
larité G, c; = 02/ 1n 2 = 0.08, est légerement différente de celle obtenue lors du calcul du
spectre des singularités D(h) (Fig. 4.7), soit ¢?/1In2 = 0.07. Cette différence est signifi-
cative de la précision effective de notre estimation numérique : o%/In2 = 0.075 £ 0.010.

Pour tester la fiabilité de notre estimation du calcul du noyau d’autosimilarité, nous
avons répété I'estimation des cumulants a partir des pdfs P,(M) obtenues avec une onde-
lette analysatrice isotrope d’ordre ny = 3 (Fig. 4.9¢). Dans la figure 4.21, nous avons re-
présenté C'(a,a’), Cz(a,a’) et Cs(a,a’) en fonction de In(a’/a), pour des couples d’échelles
(a,a') < 2*°cw = 2204 m. On constate que ces points se positionnent en tres bonne
approximation sur des droites de pentes ¢; = —0.37 £ 0.01 et ¢ = 0.055 £+ 0.010 respec-
tivement, ce qui confirme l'invariance d’échelle de la cascade sous-jacente observée dans
les figures 4.19a et 4.19b. Les valeurs de ces cumulants sont en accord avec les parametres
issus de I'estimation parabolique du spectre des singularités D(h) dans la figure 4.7d. On
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Fig. 4.21 — Calcul des cumulants du noyau d’autosimilarité G des images Landsat du
champ de radiance. L’ondelette analysatrice est une ondelette isotrope d’ordre ny = 3.
(a) C(a,a’) en fonction de In(a’/a); (b) Cy(a, a’) en fonction de In(a’/a); (c) Cs(a,a’)
en fonction de In(a’/a). Les symboles correspondent aux échelles de référence suivantes :
' = ow =390 m (e), 2%%°0y = 551 m (o), 20 = 780 m (x), 2'%ow = 1102 m (m)
et 220 = 1560 m (o). Les traits pleins correspondent aux régressions linéaires qui
conduisent aux valeurs suivantes des cumulants ¢; = —0.37+0.01 (a), ¢ = 0.055+0.01
(b) et c3 = 0.012 4 0.005 (c).

observe toutefois un léger écart dans l’estimation de o? suivant l'ondelette utilisée. Cet
écart, qui reste contenu dans les barres d’erreur de mesure, est caractéristique de 1’in-
certitude expérimentale et démontre la nécessité de disposer d’un échantillon statistique
plus important. De plus, la dispersion légerement supérieure des points dans la figure 4.21,
comparativement a la figure 4.19, semble suggérer que plus l'ordre de 'ondelette est grand,
plus important doit étre 1’échantillon statistique nécessaire a I’estimation des cumulants.
Cela est clair sur la figure 4.21¢, ot les données pour C3(a, a’) sont suffisamment éparpillées
pour que I'on hésite avant de reconnaitre une tendance linéaire en fonction de In(a’/a).

4.5 Fonctions de corrélation des images Landsat du
champ de radiance

Comme cela a été préconisé dans les Réfs [100,111,219,236] dans le cas des signaux 1D irré-
guliers, la mise en évidence d’une structure hiérarchique multiplicative passe par I’étude des
corrélations espace-échelles qui existent entre les points de la transformée en ondelettes. En
effet, I’autosimilarité du processus sous-jacent se reflete dans la structure ultramétrique de
la transformée en ondelettes que 1’on peut identifier par la forme particuliere des fonctions
de corrélation « espace-échelles ». Dans cette section, nous nous proposons d’appliquer la
démarche présentée dans la section 3.5.1 (page 152) aux images Landsat du champ de ra-
diance. Notre but est de confirmer la pertinence des modeles de cascades W log-normales
pour décrire la structure interne des Sc marins. Dans la figure 4.22, nous avons représenté
les fonctions de corrélation C'(Az,ay,az) moyennées sur les 32 images (1024 x 1024) de la
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Fig. 4.22 - Fonction de corrélation C'(Az, a1, az) de la magnitude en fonction de log, (Ax)
calculée a partir des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024) du champ
de radiance des nuages Sc marins. L’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette
isotrope d’ordre ny = 1. (a) Magnitude des MMMTO: w(x,a) = In[My[f](Lx(a))]
(Eq. (4.6)). (b) Magnitude de la transformée en ondelettes continue : w(x,a) =
TIne?(x, a) (Eq (3.68), page 152). Les symboles correspondent aux couples d’échelles
suivants : a; = a; = 20w = 780 m (0); a4 = ow = 390 m, ay = 20w = 780 m (a);
a; = ow =390 m, a; = dow = 1560 m (0) ; a1 = 20w = 780 m, a; = ow = 1560 m (0).
Les traits pleins (interrompus) correspondent aux prédictions théoriques (Eq (3.76),
page 155) pour une surface rugueuse multifractale générée par un modele de cascades
W aléatoires avec le jeu de parameétres o> = 0.08In2 (0.161n2) et L = 220 pixels
= 6.6 km.

radiance pour différents couples d’échelles. La figure 4.22b contient les données obtenues en
utilisant la définition de la magnitude donnée par 1’équation (3.68) (page 152), c’est-a-dire
en utilisant toute I'information contenue dans la transformée en ondelettes continue. Les
données de la figure 4.22a sont, par contre, calculées a partir des MMMTO appartenant
au squelette de la transformée en ondelettes, c’est-a-dire avec la définition suivante de la
magnitude :

w(x,a) = m(.m,[ f] (Lx(a))), (4.6)

ou Lx(a) est une ligne de maxima qui converge vers la position x, dans la limite a — 0%.
Quelle que soit la définition de la magnitude, lorsque I’on représente les résultats du calcul
de C(Az,a1,az2) en fonction de log,(Ax), on obtient une remarquable consistance dans la
mesure ou pour Az > sup(aq,asz), tous les points se positionnent sur une méme courbe
monotone et décroissante. Cette courbe s’annule au dela de Az > 27 pixels ~ 3.8 km,
indiquant la décorrélation des coefficients en ondelettes. Ces résultats confirment donc qu’a
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Fig. 4.23 - Fonction de corrélation C'(Az, ay, az) de la magnitude en fonction de log, (Ax)
calculée & partir des transformées en ondelettes de 32 images (1024 x 1024) du champ
de radiance. I’ondelette analysatrice utilisée est une ondelette isotrope d’ordre ny = 3.
Magnitude des MMMTO: w(x,a) = In[My[f](Lx(a))] (Eq. (4.6)). Les symboles ont la
méme signification que dans la figure 4.22. Les traits pleins (interrompus) correspondent
aux prédictions théoriques (Eq (3.76), page 155) pour une surface rugueuse multifractale
générée par un modele de cascades W aléatoires avec le jeu de parametres o = 0.061n 2
(0.121n2) et L = 220 pixels = 6.6 kin.

des distances supérieures ou de I'ordre de la taille caractéristique des rouleaux de convection
A ~ 5-6 km, les fluctuations du champ de radiance ne sont pas corrélées. La structure
interne des nuages Sc marins présente donc des propriétés d’invariance d’échelle sur une
gamme d’échelles qui n’excede pas la taille caractéristique des structures convectives. Le
fait que les fonctions de corrélation calculées a partir des MMMTO (fig. 4.22a) présentent
le méme comportement que celles calculées avec la transformation en ondelettes continue
(Fig. 4.22b) (moyennant quelques fluctuations dues & une statistique plus faible), nous
renforce dans notre conviction que la structure arborescente du squelette de la transformée
en ondelettes contient toute I'information sur le processus multiplicatif de cascade sous-
jacent aux fluctuations du champ de radiance des Sc marins. Afin de tenter de caractériser
un peu plus précisément la nature de cette cascade, nous montrons dans les figures 4.22a
et 4.22b, la courbe théorique (équation (3.76), page 155) correspondant a la fonction de
corrélation d’une cascade W aléatoire pour le jeu de parametres 0> = 0.161n2 et L = 220
pixels = 6.6 km (- - -) qui permet d’approcher de fagon remarquable les données des Sc
marins. On constate que la valeur de I’échelle intégrale L dans I’équation (3.76) (page 155)
est en accord avec les observations précédentes : elle est de I'ordre de la taille caractéristique
des rouleaux de convection. Par contre, la valeur de o2 est deux fois plus grande que celle
mesurée avec la méthode MMTO 2D et le calcul du noyau d’autosimilarité dans les sections
précédentes. Précisons que cette apparente surestimation du parametre d’intermittence a
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déja été observée lors de 1’étude des fonctions de corrélation de champs de vitesse 1D
en turbulence pleinement développée [100,236]. Elle signifie simplement que le modele de
cascade W aléatoire décrit dans la section 3.2.2 (page 118) est un modele tres attractif qui
demeure quelque peu idéaliste dans la mesure ou il est fort probable que la structure espace-
échelles de I’arbre quaternaire soit beaucoup trop simpliste. On peut par exemple imaginer
I’existence de corrélations entre les branches a chaque branchement, la présence d’effets de
mémoire a l'intérieur d’'une méme branche ; la structure quaternaire de 1’arbre peut aussi
étre remise en cause. Afin de tester la robustesse de nos résultats, nous avons répété le calcul
des fonctions de corrélation espace-échelles avec une ondelette d’ordre ny = 3. Les résultats
obtenus sont rapportés dans la figure 4.23. Ils sont en excellent accord avec les résultats
précédents et confirment donc la structure ultramétrique responsable de I'intermittence
structurelle des Sc marins.

4.6 Discussion

Dans ce chapitre nous avons appliqué de la méthode MMTO 2D présentée et testée dans
les chapitres précédents, a des données satellites en provenance de la NASA. Ce chapitre a
montré sur un cas expérimental la richesse de 'information structurelle contenue dans par
le partitionnement espace-échelles que fournit le squelette de la transformée en ondelettes.
Cette premiere analyse en ondelettes 2D s’est portée sur des images Landsat du champ
de radiance de nuages Sc marins enregistrées au cours du programme FIRE. L’estimation
des spectres 7(q) et D(h) de ces images a permis de quantifier les propriété multifractales
des champs de radiance et d’épaisseur optique. Malgré la présence de structures locali-
sées isolées, nous avons réussi a mettre en évidence 'existence d’une symétrie structurale,
a savoir l'invariance d’échelle statistique des fluctuations de ces champs, en jouant sur
le grossissement de notre « microscope mathématique » depuis une échelle macroscopique
(qualifiée d’échelle intégrale) L ~ 5-6 km, de 'ordre de la taille caractéristique des rou-
leaux de convection, jusqu’a la résolution maximale de notre microscope (ow = 13 pixels
= 390 m). Le calcul du noyau d’autosimilarité et I’estimation des fonctions de corréla-
tion « espace-échelles » ont permis de révéler la présence d’une organisation ultramétrique
espace-échelles qui est la manifestation d’une organisation structurelle multiplicative au-
tosimilaire et invariante d’échelle, dont la statistique est probablement log-normale [129].
Ces observations suggerent que le modele de cascades W aléatoires log-normales sur des
bases d’ondelettes orthonormales séparables, proposé dans le chapitre 3 pour synthétiser
des surfaces rugueuses multifractales, est un modele tout a fait raisonnable pour rendre
compte des fluctuations de rugosité du champ de radiance caractérisant la structure interne
des nuages Sc marins.

Il est important de signaler que I'application de la MMTO 1D a des signaux de vitesse
turbulents enregistrés dans des conditions expérimentales de turbulence pleinement déve-
loppée (a haut Reynolds), a déja conduit & des résultats tout a fait similaires a ceux exposés
dans ce chapitre [96,97,100,235,236]. En effet, les fluctuations du champ de vitesse turbu-
lente présente des propriétés multifractales semblables a celles des processus de cascades
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Fig. 4.24 — Spectre des singularités D(h) des images Landsat du champ de radiance,
calculé avec une ondelette analysatrice isotrope d’ordre ny = 1 (a) ou d’ordre ny = 3
(b). Mémes calculs que dans les figures 4.7c et 4.7d respectivement. Les traits pleins
correspondent aux prédictions théoriques des spectres multifractals pour une cascade
W log-normale de parameétres (m = —0.381n2, 0 = 0.07In2) et (m = —0.3661n 2,
0? = 0.061n2) respectivement. Les spectres des singularités D(h) des fluctuations de
la vitesse (-) et de la température (- - -) en turbulence pleinement développée sont
représentés a titre comparatif.

log-normales, 'invariance d’échelle de ce champ étant atteinte asymptotiquement a la li-
mite des grands nombres de Reynolds [100,235]. Au dela de la description multifractale de
I'intermittence des fluctuations des champs de radiance (2D) et de vitesse (1D), le parallele
se poursuit par la constatation de la présence de structures localisées isolées, dont ’origine
a été clairement identifiée dans les flots turbulents comme résultant de la formation de fila-
ments de vorticité [33,38,99,136,218]. Dans la figure 4.24, nous avons représenté le spectre
des singularités D(h) du champ de radiance (Fig. 4.7) afin de le comparer au spectre D(h)
obtenu lors de ’analyse 1D des signaux de vitesse longitudinale mesurés dans la soufflerie
de Modane (R, ~ 2000) [97,100]. En réalité, pour les signaux de vitesse, nous avons re-
présenté D(h) 4 1 afin de pouvoir comparer les données 1D aux données 2D. On constate
que ces spectres sont clairement différents. Il n’empéche que 'exposant de Holder le plus
présent dans le champ de radiance, h = m/In2 = h(q = 0) = d7/9q|,=0 = 0.38 £+ 0.01,
se confond avec celui du champ de vitesse, h = h(g = 0) = 0.39 + 0.01. Notons que ces
deux exposants s’écartent nettement de la valeur & = 1/3 du comportement en k=%/3 du
spectre de puissance prédit par Kolmogorov en 1941 [190]. En fait, ces deux spectres des
singularités se distinguent nettement par la valeur du parametre d’intermittence qui est
bien plus important pour le nuage, 0?/1n2 = 0.08£0.01 (ny = 1) ou 0?/1In2 = 0.06 £0.01
(ny = 3), que pour la vitesse turbulente, ¢*/In2 = 0.036 4 0.004. Ainsi, le champ de
radiance est plus intermittent que le champ de vitesse turbulente, la largeur du spectre
des singularités D(h) étant plus importante pour le premier que pour le second. Dans la
figure 4.24, nous avons aussi représenté pour comparaison le spectre des singularités des
fluctuations de température mesuré dans un écoulement turbulent pour Ry = 400 [302]. On
constate que ce spectre, qui correspond aux fluctuations d’un scalaire passif, est beaucoup



4.6 Discussion 197

plus large que celui de la vitesse, preuve que le champ de température est plus intermittent
que le champ de vitesse. Le point que nous voulons mettre en avant est le fait que le spectre
des singularités de la température est nettement plus proche de celui mesuré pour les Sc
marins. L’intermittence des champs de radiance et de 1’épaisseur optique étant directement
reliée a celle de la structure interne du nuage, on peut donc raisonnablement s’interroger
sur la véritable signification de cette similitude. Il est bien admis que la composition en
eau liquide des nuages dépend fortement des conditions thermodynamiques et hydrody-
namiques locales et donc ne peut pas étre considérée comme un scalaire passif. Toutefois,
ce que suggerent les résultats de notre étude multifractale avec la méthode MMTO 2D, est
le fait que statistiquement, les fluctuations du champ de radiance sont assez proches des
fluctuations d’un champ scalaire passif en turbulence pleinement développée. Il apparait
donc indispensable d’effectuer des études supplémentaires sur de nouvelles images Land-
sat de Sc marins, afin d’évaluer a quel point les résultats et conclusions présentés dans ce
chapitre ont un caractere de généralité.

Pour terminer, nous aimerions mettre ’accent sur ’aspect modélisation de la structure
des nuages. [’étude du squelette de la transformée en ondelettes des images Landsat, nous
a permis de révéler la pertinence du modele des cascades W aléatoires invariantes d’échelles
pour décrire la structure hiérarchique des Sc marins, comparativement aux modeles mul-
tifractals proposés précédemment tels que les modeles de cascades singulieres intégrées
fractionnairement [130,133,220,221,223] ou de cascades bornées [211,288]. De plus, parmi
les différents types de cascades W aléatoires, notre étude démontre qu’avec 1’échantillon
statistique a notre disposition, rien ne permet de remettre en cause ’approximation log-
normale. Nous sommes persuadés que 'utilisation des cascades W aléatoires pour modéliser
la structure interne intermittente des nuages, va ouvrir de nouvelles perspectives dans le
domaine de la modélisation (et donc de la prédiction) du climat et permettre une meilleure
compréhension de l'interaction entre les nuages et le rayonnement solaire.



198 MMTO 2D : application aux images de nuages




Chapitre 5

Conclusion

La caractérisation de surfaces rugueuses est une problématique que I'on retrouve dans
des domaines tres variés des sciences aussi bien fondamentales qu’appliquées [2,3,5-21].
Dans cette optique, ce mémoire de these propose une approche originale pour ’analyse
d’images de telles surfaces basée sur de nouveaux concepts, des outils efficaces issus de
I’analyse en ondelettes et une méthodologie statistique inspirée de la thermodynamique.

Dans la littérature, le concept le plus utilisé pour caractériser la rugosité est l'expo-
sant de Hurst [2,3,6,9] qui est une quantité qui décrit globalement lirrégularité de la
surface étudiée. Il existe de nombreuses techniques qui permettent d’estimer cet expo-
sant [76-79,82-85]. Cependant, la mesure de cet exposant souffre d’une insuffisance fon-
damentale : elle présuppose que la surface ne présente pas de fluctuations de rugosité.
Nous avons donc fait appel a de nouveaux concepts permettant, d’une part de quantifier
la rugosité locale de la surface (exposant de Holder h) et d’autre part de caractériser les
fluctuations de cette rugosité (spectre des singularités D(h)). Nous avons donc généralisé
a 2D cette approche qui est déja tres largement employée a 1D et qui se base sur la carac-
térisation statistique des propriétés d’invariance d’échelle du signal analysé [46-50]. Pour
mener a bien cette tache, une adaptation de ces concepts a été nécessaire afin de prendre
en compte la présence d’anisotropie dans les propriétés d’invariance d’échelle. Nous avons
ensuite introduit des outils permettant de mesurer ces nouvelles grandeurs. Le choix s’est
tout naturellement porté sur la transformation en ondelettes continue [22-38]. En effet, de
par sa capacité a explorer la structure interne d’un objet en fonction de 1’échelle d’obser-
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vation, cet outil est parfaitement adapté a caractériser les propriétés d’invariance d’échelle
de celui-ci. La transformation en ondelettes qui a servi de base a notre travail est celle
proposée par Mallat et ses collaborateurs [90,91]; elle est directement inspirée des tech-
niques de détection de contours (Canny [119]). La premiere étape a consisté a présenter le
squelette de la transformation en ondelettes 2D qui constitue un véritable partitionnement
espace-échelle. Nous avons ensuite vérifié, sur des cas d’école de singularités isolées, que ce
squelette contient bien toute I'information nécessaire pour mesurer la rugosité locale d’une
surface en terme de force et de direction. A ce niveau, nous avons présenté une méthodo-
logie permettant de mesurer le spectre des singularités D(h) : la méthode des maxima du
module de la transformée en ondelettes (méthode MMTO). Cette méthode qui a déja donné
de tres bons résultats a 1D, se base sur une lecture statistique du squelette de la trans-
formée en ondelettes. La généralisation a 2D a nécessité l'interprétation de 'information
angulaire dans la lecture statistique du squelette. Dans un premier temps, nous avons testé
cette méthode sur des surfaces synthétiques monofractales présentant des propriétés d’in-
variance d’échelle isotropes ou anisotropes. Les résultats obtenus, en parfait accord avec
les prédictions théoriques, apportent la preuve que la méthode MMTO 2D est parfaitement
adaptée pour analyser des surfaces rugueuses homogenes. [’étape suivante a consisté a tes-
ter cette méthode sur le cas plus général des surfaces synthétiques multifractales. A cette
fin, nous avons principalement examiné deux familles de surfaces. La premiere, déja connue
de la communauté des géophysiciens, résulte de modeles de cascades singulieres intégrées
fractionnairement [130]. La deuxieme, inspirée de la modélisation de signaux de vitesse
en turbulence pleinement développée [96,218,219], est le fruit d’une méthode de synthese
d’images tout a fait originale et qui consiste a construire la surface suivant un processus
de cascade a partir de sa représentation sur une base orthogonale d’ondelettes 2D : c’est le
modele de cascades W aléatoires. Encore une fois, ’application de la méthode MMTO 2D
sur de telles surfaces a donné des résultats indiscernables des prédictions théoriques vali-
dant ainsi completement I'aptitude de cette méthode a mesurer les fluctuations de rugosité
d’une surface par le calcul de son spectre des singularités D(h). Nous avons ensuite proposé
d’autres lectures possibles du squelette de la transformée en ondelettes. Le calcul du noyau
d’autosimilarité G [96,97,100,218] a partir de ce squelette fournit une information précise
sur la structure multiplicative des surfaces étudiées. Cette structure hiérarchique ultramé-
trique a été confirmée par le calcul de fonctions de corrélation espace-échelle [236] sur ce
squelette. Nous avons donc présenté et testé des techniques qui permettent de caractériser
précisément la structure d’une surface rugueuse a partir du squelette de sa transformée en
ondelettes 2D.

Disposant de ces nouveaux outils numériques, nous les avons ensuite utilisés pour ana-
lyser des images obtenues dans un cadre expérimental. Le cas qui a retenu notre attention
nous a été proposé par la NASA. Il s’agit d’images satellites de nuages Stratocumulus ma-
rins. De par leur interaction avec le rayonnement solaire, la compréhension de la structure
des nuages est primordiale pour pouvoir proposer des modeles réalistes du climat. Nous
avons donc calculé les squelettes des transformées en ondelettes de ces images. L’utilisa-
tion de nos nouveaux outils a nécessité une attention tres particuliere afin de s’affranchir
de perturbations éventuelles occasionnées par la présence dans le nuage de rouleaux de
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convection (en se limitant & 1’étude de la rugosité interne a ces rouleaux) et de structures
localisées (des genres de siphons). Il ressort des résultats obtenus que la structure du nuage
étudié est clairement multifractale, rejetant ainsi les modeles homogenes actuels de nuages
utilisés dans les programmes de prédiction du climat. De plus, nos résultats montrent que la
structure hiérarchique de ces nuages peut étre raisonnablement modélisée par une cascade
W aléatoire log-normale, ce qui nous a conduit a proposer la mise en ceuvre d’un modele
plus réaliste dans les programmes actuels d’évolution climatiques.

Tout ce travail de test et de calibration des méthodes ainsi que leur application aux cas
d’école de surfaces rugueuses ou aux nuages, ont fait appel a un effort important au niveau
développement algorithmique et logiciel. Le premier chapitre de ce mémoire n’a présenté
qu’une partie de ce travail purement informatique. Le résultat de cet effort donne lieu,
d’une part a une série d’algorithmes correspondant a chaque étape des analyses et des
calculs présentés dans ce mémoire et d’autre part a un ensemble d’outils de manipulation
et de visualisation des résultats de ces algorithmes.

En ce qui concerne les concepts, outils numériques et méthodes utilisés, on peut ima-
giner quelques ouvertures possibles. Ce travail s’est en effet concentré uniquement sur les
singularités algébriques sans se préoccuper des singularités oscillantes. Il serait donc inté-
ressant d’étendre les concepts et la méthodologie présentée dans ce mémoire a I’étude de
telles singularités comme cela a été amorcé a 1D. Les ondelettes utilisées pour les études
que nous avons présentées résultent de dérivations de la fonction Gaussienne isotrope. Bien
évidemment, ['utilisation d’autres types d’ondelettes, isotropes comme anisotropes, plus ou
moins directionnelles, peut s’avérer plus appropriée a telle ou telle situation et des études
dans cette direction méritent d’étre menées. Directement inspirés du cas 1D, les concepts
et techniques associées au noyau d’autosimilarité, se concentrent sur 1’évolution statistique
du module My, indépendemment de I'argument A,,. Il serait tres intéressant de revenir sur
cette séparation et de proposer un propagateur du vecteur gradient Ty qui permettrait
de caractériser des propriétés d’invariance d’échelles anisotropes. En ce qui concerne la
synthese d’image, de nombreuses modifications de la regle de construction des cascades
W aléatoires peuvent étre imaginées : changement de base d’ondelettes, introduction de
corrélations entre les branches de ’arbre de construction, effet mémoire le long d’une méme
branche, changement de la structure de cet arbre, ...

Les domaines d’application de la démarche présentée dans ce mémoire sont tres variés.
Les outils proposés fournissent des informations capitales pour la compréhension des pro-
priétés de surfaces complexes et des mécanismes conduisant a leur formation. Nous tenons
a signaler que des travaux sont en cours au CRPP pour étudier la rugosité d’images de
mamographie. La motivation de ces études est de permettre un diagnostic médical a partir
du « diagnostic multifractal » de ces images : comment distinguer un cas malade d’un cas
sain en observant les spectres de singularités des images enregistrées 7 Toujours au CRPP,
I’application de la méthode MMTO 2D a des surfaces obtenues par des processus d’élec-
trodéposition devrait permettre de comprendre le lien entre la rugosité et les pertes par
diffusion lors de la réflection d’un rayonnement sur cette surface. Au dela de I’étude des
surfaces rugueuses, les outils basés sur la lecture du squelette de la transformée en onde-
lettes sont parfaitement adaptés pour I’étude plus générale d’objets a géométrie fractale
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dans le plan. Cela concerne, par exemple, la caractérisation de la structure arborescente
d’agrégats ou de réseaux de fractures, pour lesquels I'information angulaire contenue dans
le squelette est capitale pour comprendre les mécanisme de croissance de ces objets. Il ne
fait aucun doute pour moi, que 1’étude statistique de la structure interne des nuages stra-
tocumulus marins effectuée dans ce mémoire sera suivie de nombreuses autres applications
de la méthode MMTO 2D dans des domaines tres variés des sciences fondamentales et des
sciences appliquées.
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